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Wytrzymalo$¢ i wyboczenie belki trojwarstwowej

Przedmiotem artykulu jest sprezysta belka trojwarstwowa przegubowo podparta na obu koncach.
Rozpatrzono dwa przypadki obciqzenia belki. W pierwszym przypadku na belke dziata réownomiernie
rozlozone obciqzenie poprzeczne, natomiast w drugim przypadku na belke dziata wzdluzna
Sciskajqca sita osiowa. Wyprowadzono i rozwiqzano rownania rownowagi, a nastgpnie opisano

wytrzymatos$c i wyboczenie belki.

1. Wstep

Konstrukcje warstwowe stosowane s3 juz od wielu
lat, miedzy innymi w budownictwie, w budowie maszyn, a
zwlaszcza w budowie réznych rodzajow pojazdow. Charak-
terystyczng cechg konstrukcji warstwowych jest ich duza
sztywno$¢ na zginanie i mala masa. Typowym przedstawi-
cielem tych konstrukcji sa plyty trojwarstwowe, ktore zbu-
dowane s z dwoch metalowych cienkich warstw zwanych
okladzinami, oraz jednej poliuretanowej warstwy grubszej
zwanej rdzeniem. Wspolczesne konstrukcje warstwowe
znacznie roznig si¢ swa budowag od typowej konstrukcji
trojwarstwowej. Problemy wytrzymalosci, statecznosci oraz
technologii konstrukcji warstwowych zaprezentowali Ro-
mandw (1995) [9], Noor i Burton (1996) [8], Vinson (1999)
[10], Giirdal, Haftka i Hajela (1999) [1], Librescu i Hause
(2000) [2], Magnucki i Ostwald (2001) [4]. Opis prze-
mieszczen w przekroju poprzecznym S$cianki konstrukcji
wielowarstwowej-kompozytowe] najczesciej jest formulo-
wany na podstawie hipotezy plaskich przekrojow, ktdrg
opracowali dla belek izotropowych Jakub Bernoulli (1654-
1705) i Leonard Euler (1707-1783), natomiast dla kon-
strukcji trojwarstwowych ten opis jest formulowany na
podstawie hipotezy ,linii lamanej”, ktéra opracowano na
poczatku lat pigédziesiatych dwudziestego wieku. Wazniej-
sze prace z tego okresu, ktore mialy istotne znaczenie w
rozwoju teorii konstrukcji trojwarstwowych omowil Wol-
mir (1967) [11].

Przedmiotem pracy jest sprezysta belka tréjwar-
stwowa przegubowo podparta na obu koricach i obcigzona
rownomiernie rozlozong sila poprzeczng lub $ciskajaca sita
wzdluzna. Przemieszczenia belki opisano na podstawie za-
proponowanej w pracy [5] hipotezy deformacji plaskiego
przekroju poprzeczinego dla belek warstwowych. Klasyczna
deformacja przekroju poprzecznego zwana hipoteza ,linii
lamanej” dla konstrukcji trdjwarstwowych prowadzi do
pewnej sprzecznosci, ktéra ujawnia si¢ we wspolczynni-
kach réwnan réwnowagi. Zaproponowana w pracy [5] hipo-
teza deformacji plaskiego przekroju poprzecznego dla belki
trjwarstwowej jest rowniez w postaci ,.krzywej lamanej”,
lecz nie prowadzi do tej sprzecznosci. W pracy tej réwniez
uogolniono te hipotezg¢ dla belek pigciowarstwowych i po-
rowatych, a szczegélowe rozwigzania przedstawili Ma-
gnucki i Stasiewicz (2004) [6], [7].

2. Przemieszczenia

Plaski przekrdj poprzeczny zginanej belki tréj-
warstwowej zmienia si¢ z plaszczyzny w pewna powierz-
chni¢. Duza sztywnos$¢ na rozciaganie — $ciskanie cienkich
okladzin w poréwnaniu z malq sztywnoscia grubego
rdzenia jest przyczyna tej deplanacji przekroju
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poprzecznego belki trdjwarstwowej. Wystepuje tu wyrazne
przyporzadkowanie sil wewngtrznych do warstw. W war-
stwach zewnetrznych - okladzinach wystepuja przede
wszystkim sily normalne (rozciaganie lub $ciskanie, w
ogoélnym przypadku plaski stan naprezenia), natomiast w
warstwie wewngtrznej — rdzeniu wystgpuje przede
wszystkim sila poprzeczna — tnaca. Na podstawie analizy
deformacji przekroju poprzecznego belki trdjwarstwowej
przyjeto pewne dopuszczalne pole przemieszczen, ktorych
schemat pokazano na rysunku 1.
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Rys.1 Schemat deformacji w przekroju poprzecznym belki troj-
warstwowej

o warstwa gorna — okladzina gorna

u(x, y)={y%+u1 (x)} dla — (¢, +2,)<S y<~t,, (1)

° warstwa wewngtrzna — rdzen
&
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° warstwa dolna — ok}adzina dolna

“(X,y)={y%—ul(x)}dla ty Sys<t, +t,. 3)

Ugiecie belki opisuje ksztalt linii $rodkowej. Zaklada sig, ze
ugiecia kazdej warstwy (przemieszczenia w kierunku pro-
stopadlym do osi) s takie same

v(x, y)=v(x). O]
Ugigcie jest wigc funkcja jednej zmiennej X .
3. Odksztalcenia i naprezenia w belce tréjwarstwowej
Przyjeto liniowe zwiazki geometryczne i fizyczne

(prawo Hooke’a) i na ich podstawie okreslono odksztalce-
nia i naprezenia dla kolejnych warstw belki:

J okladziny gérna i dolna
2
d du dv
Sx:%: dv duy L Yy =t =0 )
ox ax® a’x dy dx
d*v du i
(o) b = —E 1 y = + 1 > Txy = >
dx dx
gdzie gormy znak (+) dotyczy okladziny gornej

- +t)<sy< —t, |, natomiast dolny (-) okladziny dolnej
[t sy<t, +1,].

. rdzen -1, <y<t,]
L fdv law) ke dv_ul) @
Tu @ ty dx YTy dx %
g du, u (x)
o, = - -1 G
=] (arx2 £ dx) v i
gdzie

E,, E,, G, - moduly sprezystosci materialow
warstw belki.

4. Réwnania réwnowagi belki trojwarstwowej

Zasada stacjonarnosci calkowitej energii potencjal-
nej, na podstawie twierdzenia Lagrange’a ma posta¢

S(E, -Ww)=0 )
gdzie:
L h/2

—bJ. j O.£, +z'xyyxy)1’xdy - energia poten-

cjalna odksztalcema sprezystego,

W= J qux+—J( J lx - praca obcigzenia

zewngtrznego,
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q - intensywno$¢ rownomiernie rozlozonego obcig-
zenia poprzecznego,

F' - wzdtuzna sila $ciskajaca.

b - szerokos¢ belki, L - dlugos$é belki.

Calkowita energia potencjalna belki trojwarstwowe;j,
po podstawieniu wyrazen dla odksztalcen i naprezen (5) i

(6), jest funkcjonatem J (u,v) dwoch funkcji (x) i
v(x). Zasada stacjonarnosci (7) oznacza zerowanie pierw-

szej wariacji funkcjonalu &J (u] ,v) =0. Z tego warunku

otrzymano dla belki trojwarstwowej uklad dwoch réwnan
réwnowagi w postaci:

4 5 3 2
Dd ) —-C'ld 1:1 +Fd v q(x),
dx? > bdd* b
d’v d*u G,
C,—-B,—5+2—u,(x)=0, (8)
LR " T /)
. 1 3 2, 1 2
gdzie D=2 gEoto T+ B0 "G =k +§t1 ,
1
G =2 Et +E 4 —14 ||
3 2
1 )
Bo=2(§'Eoto+Elt1} t,, t, - grubosci
warstw.

W przekroju belki wystepuja:

° sila poprzeczna

fo
O(x)= ZbJ.”cwdy =2bG,u, (x), 9)

0
o moment zginajacy

2
d’v du
M(x)=2b|yc,dy=-b| D—-C . Q0)

(x) lyxy [df ‘dj

Pierwsze rownanie ukladu (8) stanowi rownowage momen-
tow i mozna je zastapi¢ wyrazeniem (10). Drugie robwnanie
ukladu (8) pozostaje bez zmian:

d*v dy 1

s Rk A s WL F W
a2 T . B )
d*v d*u G
C,E—B0 dle +2t—0°u](x)=0 1)

Ten uklad réwnan rézniczkowych jest dogodny w badaniu
wytrzymatosci lub statecznosci belek trdjwarstwowych.
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5. Wytrzymalo$¢ belki tréjwarstwowej

Belka trojwarstwowa o dlugosci L i wysokosci

wyznaczono warto$¢ maksymalnego

ugiecia belki v, =2.0146(1+0.2457)=2.51mm
oraz rozklady naprezen normalnych (5) w przekroju belki

94 _0.5MpPa,

he=s 2(2‘0 +¥ ) podparta przegubowo na obu koncach jest
calej dlugosci réwnomiernie

% =L/ 2 i naprezen stycznych (6) w przekroju x =0

pod dzialaniem na
rozlozonego  obciazenia  poprzecznego o  stalej
intensywnosci g (rys.2). (1ys.3).
g [MPa]__ 2460 TyMPe]
R . - =
: # ______ —'_____._ZEX" : 23
b
" L _} _
v E
2460 x=L/2 x=0

Rys.2. Schemat belki trojwarstwowej obcigzonej poprzecznie

Uklad réwnan roéwnowagi (11) po przeksztalceniach
mozna sprowadzi¢ do jednego réwnania

G

0
—u

_C aM
b dx’
(12)

2
(> -B,0) 242D 20y, (x)

0

w ktorym wspolczynnik C; — B,D = 0, zatem

h=
$ciskana silg osiowa £ (rys.4).

Rys.3. Wykresy naprezen normalnych G, i stycznych T -

6. Wyboczenie belki trojwarstwowej

Belka tréjwarstwowa o dlugoéci L i wysokosci

2(1‘ =l ) podparta przegubowo na obu koricach jest

= =— 13)

o ) s S BME

B - | I O D S _1

—

T 26G,D dx

(1

Moment zginajacy w dowolnym przekroju belki (rys.2)
1
wynosi M (x)= Eq(L — X )x , zatem z wyrazefi (13) oraz

(11) otrzymano:

ul(x)z&q =2 ,
4bG,D L
4 2 3 2
v (x)= aL | _of 2] (2] 46l (12X,
24bD 2 L G2\ - L J|L

Najwigksze ugiecie belki
5 qL* L2 Clt,

v =
™ 384 bD| 5 G,DIL

(14)

Drugi skladnik tego wyrazenia w nawiasie oznacza udzial
$cinania w ugieciu belki trojwarstwowe;.
Przyjmujac przykladowe dane liczbowe: L = 0.9m,

t, =48mm, t, =2mm, E, =2050MPa

G, =1025MPa E, =2.05-10°MPa,
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Rys. 4.Belka $ciskana ze swobodnymi koncami

Moment zginajacy w dowolnym przekroju tej belki wynosi
M (x)=F -v(x), zatem uklad réwnan réwnowagi (11)
przyjmie teraz posta¢ ukladu jednorodnego:

2

paY e F g
dx? dc b
d*v d*u G

CI?—B0 dle +2—0°u1(x)=0. (15)

Ten uklad réwnan rézniczkowych rozwigzano w sposob
przyblizony przyjmujac nastepujace postacie funkgcji.

} (16)

m7jx

u, (x) J, v(x)= Vio sin( -
gdzie: uyqi v)o - parametry funkcji przemieszczen, m - licz-

ba naturalna.

Bl mmx
=u -
10

L

0

Podstawiajac te funkcje do réwnan (15) otrzymano:
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mm C,
Uy = G LY Y10
By +2—2| —
ty \ mnm
mr -y
F=|—| Dbi1- ‘ > (17)
L G (LY
Py ;N ]
t, \ mm
Po przeksztalceniach z uwzglednieniem zwigzku

C? —=B,D =0, ktory jako wspolczynnik wystepuje w
réwnaniu (12), mozna zapisa¢ wyrazenie dla sily $ciskaja-
cej

2
F =(l’i’£] Db2 (18)
. 14 Bty
L o6,

Obcigzenie krytyczne belki trojwarstwowej jest najmniejsza
wartoscia tego wyrazenia, zatem

. 7n° Db 1
F., =miny/ = (19)
- m { } 5 1’ By,
1+——-
2G,L°

Ten wzor dla obcigzenia krytycznego belki trdjwarstwowej
moze by¢ bardzo wygodny w praktycznym projektowaniu.
W szczegolnym przypadku, gdy f, =¢,, £, = E,, wow-
czas belka jest jednorodna i sila krytyczna jest zgodna z sila

Eulera.
Przyjmujac przykladowe dane liczbowe:

L=45m, t,=48mm, t =2mm, b=100mm
E, =2050MPa,G, =1025MPa,

E, =2.05-10°MPa , wyznaczono wartosé sily krytycz-
nej Fy, =103.34kN . Naprezenia normalne w okladzi-

nach dla stanu krytycznego wynosza G, = 258.3MPa i
sa mniejsze od granicy plastycznosci wielu metalowych
materialdw konstrukcyjnych. Niewatpliwie dla krétszych
belek wyboczenie bedzie zachodzi¢ poza granica plastycz-
nosci materialdw okladzin belki trdjwarstwowe;j.

7. Zakonczenie

Przyjeta hipoteza deformacji przekroju porzecznego
belki trojwarstwowej jest uogélnieniem teorii jednorodnej
izotropowej belki Eulera-Bernoulli’ego. Wprowadzona

funkcja 1, (x) rozszerza teori¢ Eulera-Bernoulli’ego na

belki trojwarstwowe i nie wprowadza pewnej sprzecznosci,
jaka wystepuje w przypadku stosowania klasycznej hipote-
zy ,linii lamanej” stosowanej w teorii konstrukcji trojwar-
stwowych.
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Wyznaczone rozklady naprezen normalnych i stycz-
nych (rys.3) wyraznie wskazuja na rozdzial sil w we-
wnetrznych w przekroju belki. Moment zginajacy sprowa-
dzony jest praktycznie do pary sil w okladzinach, natomiast
sila poprzeczna-tnaca wystgpuje wylacznie w rdzeniu.

Wyrazenie dla sily krytycznej belki trojwarstwowej
(19) ma analogiczny charakter do wyrazenia Eulera dla pro-
stych belek Sciskanych. Sztywnos¢ zginania D (8) belki
trojwarstwowej zawiera odpowiednie sztywnosci kolejnych
warstw, a w szczegblnym przypadku, sprowadza si¢ do
sztywnosci belki jednorodne;.

Dla poréwnania rozwiazan przyjeto belke cienko-
$cienng o takiej samej masie, lecz wykonang z jednorodne-
go materialu o przekroju poprzecznym w ksztalcie prosto-
kata (b=100mm, h = 100mm , t = 1.615mm). Najwigksze
naprezenia w tej belce przy zginaniu wynosza

O .. =246.75MPa, asilakrytyczna Fy, =102.5kN .

Wartosci te sa porownywalne z odpowiednimi warto$ciami
dla belki trojwarstwowe;.
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