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Z1ozonos¢ polgrupy charakterystycznej iloczynu prostego

automatow asynchronicznych silnie spojnych i ustalonych analogow

ich rozszerzen dla kazdego stowa z jezyka ' =(0, 00,)

Niniejsza publikacja kontynuuje cykl artykutow [6,7,8,9,12,14,15,16,17] dotyczqcy
ztozonosci obliczeniowej potgrupy charakterystycznej automatow asynchronicz-
nych silnie spojnych i ustalonych analogow ich rozszerzen. W projektowaniu ste-
rowania pojazdow szynowych wykorzystuje sie coraz czesciej mikrosystemy cyfro-
we dorealizowania sterowania inteligentnego, rozproszonego. W mikrosystemach
cyfrowych tworzenie oprogramowania mozliwe jest z wykorzystaniem maszyny sta-
nowej (automatu),ktoryumozliwia tworzenie oprogramowania w oparciu o0 Sporzq-
dzony wczesniej graf automatu. Umozliwia to analize pracy mikrosystemu cyfro-
wego w pojazdach szynowych i oszacowanie ztoZonosci obliczeniowej polgrup cha-
rakterystycznych automatow. Ma to istotny wplyw na ztozonos¢ czasowq obliczen,
Jjak rowniez wielkoSci pamieci, potrzebnej do rozwiqzania problemu.

Artykut powstal w wyniku realizacji projektu badawczego MN i SzW nr N N509
398236 ,, Mikrosystemy cyfrowe do inteligentnego, rozproszonego i wspotbieznego

sterowania pojazdami szynowymi.”’

1. Wstep

Maszyna o skonczonej liczbie stanow FSM
(Finite State Machine — Skoniczona Maszyna Stanowa,
lub automat cyfrowy) jest jednym z modeli opisuja-
cym zachowanie systeméw sterowania, w ktoérym
chwilowe dziatanie systemu jest w sposob naturalny
reprezentowane w formie standw 1 przejs¢ migdzy
nimi. W teorii automatéw rozwaza si¢ pewne abstrak-
cyjne modele uktadow cyfrowych, to znaczy elemen-
tow 1 uktadow pracujacych w dyskretnych chwilach
czasu, przy czym sygnaly maja skonczong liczbg war-
tosci. Teoria automatow bedaca teoretycznym rozwi-
nigciem uktadow logicznych — jest skutecznym narze-
dziem, umozliwiajacym formalne projektowanie zto-
zonych uktadow cyfrowych z zastosowaniem standar-
towych uktadow elementarnych.

Rozwoj teorii automatow byl stymulowany
przez dwie uzupelniajace si¢ tendencje:

a.) konstruowanie modeli blizej zwiazanych ze
wspotczesnym sprzgtem i oprogramowaniem,

b.) znajdowanie poprawnych narzedzi matematycz-
nych (jezyka matematycznego), przy pomocy
ktoérego mozna wyrazi¢ procesy obliczeniowe o
duzej réznorodnosci.

Algebraiczna teoria automatdéw jest z jednej
strony teoretycznym uogodlnieniem teorii uktadow
logicznych, z drugiej strony moze by¢ traktowana jako
dziat algebry.

Z postaci abstrakcyjnej, w procesie syntezy, mozna
je przeksztatci¢ w schemat logiczny, wzrastajace co do
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wielkos$ci 1 ztozono$ci problemy w informatyce, opro-
gramowanie lub ich kombinacj¢. Tym samym uczy
teoria automatow jak koncepcyjnie i obliczeniowo
rozwaza¢ wzrastajace co do wielkosci i zlozonosci
problemy w informatyce.

Rozwdj teorii automatow zwigzany jest ze wzro-
stem znaczenia techniki komputerowej w roznych
gateziach przemyshu, jak rowniez z doskonaleniem
metod analizy i syntezy cyfrowych ukladéw sterowa-
nia z uwzglednieniem skali scalania i1 ztozonosci funk-
cjonalnej
podzespotow cyfrowych. Ten ostatni czynnik miat
szczegblny wplyw na rozwoj teorii automatow zmien-
nych w czasie, bowiem automat zmienny w czasie jest
adekwatnym modelem dla wielu proceséw technicz-
nych i obliczeniowych czasu rzeczywistego. Dlatego
tez interesujace sa takie realizacje automatu, ktore z
jednej strony symuluja prace¢ kilku automatéw za po-
moca jednego automatu zmiennego w czasie, a z dru-
giej strony sa niezalezne od aktualnego stanu techno-
logii badZ uwzgledniaja jej najnowsze trendy.

W zakresie teorii automatéw zmiennych w
czasie pojawilo si¢ szereg opracowan [19,20,21,
22,25,27,28,29,30]. Wyniki dotyczace spojnosci i
silnej spojnosci [5,26,29,30], rozszerzen automatdéw
[5,27,29,30] oraz funkcji zachowujacych operacje
[5,18,21,22,28,29,30], mialy istotny wptyw na poszu-
kiwanie ztozonosci polgrup charakterystycznych au-
tomatow, ktore stosunkowo prosto opisuja niektore
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wlasno$ci automatéw. Problemy poélgrup charaktery-
stycznych automatéow przedstawiono w pracach
[22,27,28,29,30]. W pracach [28,29,30] opisano bada-
nie wlasciwos$ci potgrupy charakterystycznej automatu
silnie spojnego, a takze polgrupy charakterystycznej
ustalonego analogu réznych sum okresowych zwiaza-
nych z izomorfizmami stanowymi.

Algebraiczna teoria automatow jest dynamicznie
rozwijajaca si¢ teoria, ktora z jednej strony jest teore-
tycznym uogodlnieniem teorii uktadéw logicznych, z
drugiej strony moze by¢ traktowana jako dziat algebry
[1,3,19,22,24.30]. Pojecia z algebry w postaci sforma-
lizowanej sa analizowane 1 przeksztalcane do postaci
dogodnych do optymalizacji.

Od wielu lat jesteSmy $wiadkami intensywne-
g0 rozwoju teorii automatow, szczegdlnie algebraicz-
nej teorii automatow rozwijanej na gruncie teorii pot-
grup [4,27,28,29,30]. Definicja relacji rownowaznosci
Mpyhilla na zbiorze stanéw automatu oraz potgrup
charakterystycznych automatu pozwolily wydoby¢ zen
mozliwoéci obliczeniowe. Dekompozycja potgrup
pozwala wprowadzi¢ pojgcie automatéw niereduko-
walnych, z ktérych mozna zlozy¢ wszystkie pozostate
automaty.

Potgrupa charakterystyczna jest szczegdlnie
istotnym pojgciem w teorii automatow; jest no$nikiem
waznych informacji i okresla zdolno$¢ do przetwarza-
nia informacji. Ma to bezposrednio wazkie konse-
kwencje praktyczne w sferze projektowania optymal-
nych uktadéw logicznych.

Dla badan ztozonosci polgrupy charakterystycznej
automatow wazne sa nastepujace motywacje:

a) w og6lnym przypadku potgrupa charaktery-
styczna posiada n" elementdw, dlatego inte-
resujace jest pokazanie klasy automatow, kto-
re posiadaja wiclomianowa zalezno$¢ liczby
elementow polgrupy charakterystycznej od
liczby stanow

b) poélgrupa charakterystyczna, zgodnie z
[28,29,30], ingeruje w algorytm obliczeniowy
uogodlnionych homomorfizméw automatow,
zatem wyznaczanie ztozonoS$ci potgrupy cha-
rakterystycznej pozwala na oszacowanie zto-
zono$ci uogdlnionych homomorfizméw au-
tomatow

c¢) algorytm obliczeniowy uogolnionych homo-
morfizmbéw automatow stanowi rozwiazanie
problemu wyznaczania automatu, ktory ,,ma
mozliwos$¢” drugiego automatu.

W publikacjach [6,7,8] przedstawiono migdzy innymi
wyniki na zlozonos¢ potgrup charakterystycznych
iloczynu prostego automatu DFASC, (deterministic
finite asynchronous strongly connected) i EXT
DFASC, (deterministic finite asynchronous strongly
connected extensions) dla stowa z alfabetu dwulitero-
wego. Dla tej klasy automatéw przeprowadzono
uproszczony dowod na ztozono$¢ potgrupy charakte-
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rystycznej iloczynu prostego automatu dla stow
X, =0,0,; x, =0,0,.

W celu przeprowadzenia dowodu tw.3 na zlo-
zono$¢ potgrup charakterystycznych iloczynu prostego
automatow z klasy EXT DFASC, dla kazdego slowa z

jezyka ' = (O' o 1) ' , nalezy przeprowadzi¢ pe-

len dowod, na ztozono$¢ potgrup charakterystycznych
iloczynu prostego automatu z klasy EXT DFASC, dla
stowa x, =0,0,, x, =0,0,.
W pracach [14,16] przeprowadzono dowody na zlozo-
no$¢ polgrup charakterystycznych iloczynu prostego
automatu z klasy DFASC, i EXT DFASC, dla stowa z
alfabetu dwuliterowego.

W pracy przeprowadzono takze dowod na zto-

zono$¢ potgrup charakterystycznych automatu z klasy
EXT DFASC, dla kazdego slowa z jezyka
s*=(0,00,) (tw.3)

Ze wzgledu na zrozumienie dowodu tw. 3
przedstawiono takze dowody tw. 1 [14] i
tw. 2 [16]. Przedstawiono takze dowody na izomor-
fizm pélgrup charakterystycznych sumy prostej i ilo-
czynu prostego automatéw asynchronicznych silnie
spojnych i ustalonych analogéw ich rozszerzen [15].

2. Rozwazania wprowadzajace
Relacje R[] X XY nazywamy funkcja, gdy dla
kazdego allX

bY taki ze a R b. Zbior X jest nazywany zbio-

istnieje doktadnie jeden element

rem okres§lonosci, a zbidr Y zbiorem wartosci funkcji.
Funkcja f jest 1+1 (r6znowartosciowa, jednoznacz-

na), edy @ #a, implikyje, ze f(a)# f(a,)).
Funkeja jest ,,na ”, gdy
Y ={ b:b= f(a), all X}. Grupoidem nazywamy

par¢ uporzadkowana (S,O) gdzie: S niepusty zbior,
(0) operacja binarna na zbiorze standw S. Operacja
binarna na zbiorze S nazywamy przeksztalcenie nie-
pustego podzbioru zbioru (S xS ) w zbior S. Binarnag
operacja (0) na zbiorze S nazywamy taczna (asocja-
tywna), jesli ao(boc)=(aoboc) dla wszystkich
a,b,c S . Pétgrupa nazywamy taki grupoid (S,O) , W
ktorym operacja (0) jest asocjatywna. Niech X bedzie
dowolnym zbiorem niepustym. Zbidor X bedziemy
nazywali alfabetem, a jego elementy literami. Stowem

x w alfabecie X nazywamy dowolny ciag liter alfabe-
tu, napisanych obok siebie, a dtugoscia stowa (ozna-

€zona przez ‘x‘ ) nazywamy liczbg tych liter o.

Skonczonym automatem zdeterminowanym
bez wyj$¢ nazywamy uporzadkowana trojke
(S,Z,M) , gdzie:
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S—skonczony, niepusty zbior stanow,
Y—skonczony, niepusty zbidr wejsc,
M :S*x% - S jest funkcja przejsc.

Symbolem Y oznaczaé¢ bedziemy przeli-
czalny nieskonczony zbior ciagdw o skonczonej diu-
gosci, utworzony z elementow zbioru . Zbior Y
razem z operacja konkatenacji (operacja potaczenia
dwoch stow, polegajaca na napisaniu ich obok siebie
w celu otrzymania nowego stowa), tworzy potgrupe
wolna zwana potgrupa wejsciowa. Symbolem ZD
oznacza¢ begdziemy monoid wejSciowy, czyli
>7=3*"[0 A, gdzie A jest ciagiem pustym.

Funkcje M rozszerzamy do obszaru okre$lonosci
SxX" w podany ponizej sposéb: niech: M (S,x)
bedzie zdefiniowane, wtedy:

M(S,xa) = M(M(s,x,),a) dla  kazdego
sOS,x02",00%.
Na zbiorze ) . zdefiniujemy relacjg:
XRy wtedy 1 tylko wtedy, gdy

O,sM (5,) = M (x, ).

R jest relacja rownowaznosci (relacja Myhilla).
Klase rownowaznosci zawierajaca element
x 03 "0znaczaé bedziemy x , a zbior wszystkich klas
rownowaznos$ci oznacza¢ bedziemy/ . Zbiér I tacz-
nie z operacja (0), gdzie xoy =xy tworzy polgrupe
(odpowiednio monoid), zwang polgrupa charaktery-

styczna (odpowiednio monoidem charakterystycz-
nym). Polgrupe charakterystyczna automatu A ozna-

cza¢ bedziemy 1(A).

Dla automatu A4 = (S 2, M ) definiujemy automat
charakterystyczny A4 = (S v (Z),M ), gdzie funkcja
przej$¢ M jest zdefiniowana nastepujaco:

M s,}) = M(s,x).

Sktadnikiem autonomicznym automatu
A=(S,>,M) nazywamy automat A_= (S,{X},Mx)
gdzie xO%" i M, jest ograniczeniem
M do Sx{i}.

Dla kazdego x[X" definiujemy przeksztatcenie
f, zbioru § w siebie, gdzie :
fx(s) =M (S,x), dla kazdego s[1S . Przeksztatcenie

fy jest implikowane przez x. Zbior przeksztatcen
zbioru S w siebie implikowanych przez wszystkie

elementy z X bgdziemy oznacza¢ symbolem J. J ze

wzgledu na operacj¢ superpozycji, jest zbiorem gene-
ratorow pewnej potgrupy. B
Potgrupa F' jest antyizomorficzna z [ poniewaz:
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¢:1-F, plx)=1.
gdzie xO1, x0O1 przy czym:

0 oley)=¢lw)=r, =101)=00) o)

(brak zachowania operacji)

(ii) ¢(x):¢ o s =510 DSDSM(Sax):
=M(s,x)D xRy 0 x=y ’

a zatem ¢ jest,,,1+1”

i) 9(x)=/.0 ¢7k)=¢"(£)0 x=9"1..a

zatem @ jest,na”.

Automat mozna zatem zdefiniowa¢ jako parg (S ,J ),

a automat charakterystyczny automatu (S ,J ) jako
pare (S ,F )

Automat A= (S , 2, M ) jest silnie spojny
wtedy i tylko wtedy, jesli dla kazdej pary (Sl,SZ) sta-
néw automatu A istnieje element x z poétgrupy wej-
sciowej taki, ze
M (s1 , x) =s,.

Automat A = (S 2, M ) bgdziemy nazywac asyn-
chronicznym wtedy i tylko wtedy gdy, dla kazdego
sOS i o0 zachodzi M(S,G):M(S,G G).

Automat A=(S,Z,M )jest zupely, jesli jego
funkcja przejscia jest zupeha.
Automat 4 = (S, 2,M ) jest w pelni okreslony,

jesli jego funkcja przejs¢ jest w petni okreslona.

Niech A=('5.5'M) i B=(5.5."M) beda
automatami deterministycznymi. Funkcj¢ f:4 — B
jako funkcja przeksztalcajaca

jest rozumiana

1S w ”S . Funkcja

f:A - B nazywamy homomorfizmem (zachowuje
operacje), jezeli:

F(m(s.0)) = Bm (1 (s)0).

sOS i o0Z

dla  kazdego.

Jezeli f:A - B jest ,,1+1” i ,na” oraz

zachowuje operacje, to f nazywamy izomorfizmem.
Homomorfizmem uogdlnionym automatu

A w B nazywamy par¢ przeksztalcen (fl, fz) ta-
kich, ze: f,: SO *S,., f,: 3708 *3°,
oraz

LM (s,x)) = "M(fi(5), £,(x))
s 048, xO“3°.

dla kazdego
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Niech g=2 i A° = (SO, Z,MO) bedzie automa-
tem oraz niech,
A =(s'5,M") ., 47 = (ST, M) beda
obrazami izomorficznymi zwigzanymi z izomorfi-
zmami stanowymi
g 0z(A4° — AY,..., g ' OIz(A° - 477,
Rozszerzeniem q automatu A° zwiazanym z izomorfi-
zmami stanowymi go, gl yees g"_1 nazywamy trojke
uporzadkowang ext, (A) = (m“ (A)S , D o (A)M )
gdzie:

g =(s0,8",.,507); Mo =
S (VXN VEN YR

g S8 i=0l.,q-1

S ={syusimns, 1 8 ={st sl st )

natomiast s = g[(sj) ; j=0,1..,n-1

rozszerzeni

Ustalonym
A4 =(s,5.m)

ext,A=(S,3,M)

. . . 0 1 -1 - /.
zwiazanego z izomorfizmami g, g ,..., gq jest troj-

analogiem

automatu

ka uporzadkowana

(extq (A)) o - (extq (A)SD, s, extq(A)MD) odzie:

extq(A)SD - U?;é S
5
extq(A)MD ety ghys extq(A)SD
jest funkcja przejs¢ zdefiniowana dla dowolnych
sOS’, jak nastepuje " (A)MD(S,J) =M% (s,0).
Iloczyn prosty automatow

A =535'M i B=(’S,3."M)jest rtjka

uporzadkowana AX B = ((AXB)S , Z,(AXB)M ), gdzie
(AXB)SZASXBS :

(4x8) . (428) g ¢ P (<B)S a funkcja przejsé jest
zdefiniowana jak nastgpuje
iar(e ) @)= (M (15.0) "a(ts.0)
Dla wszystkich przedstawionych rozwazan

5 ={0,.04

wprowadzamy x, =0,,0, [ X, =0,0,, dlaktorych

S =T, (fgo) s Jo = Ja, (fgl ) Dla dowolnego

x 03" zdefiniujemy przeksztalcenie
f.:S O S okreslone jak nastgpuje:
U.sf.(s) =M(s,x) gdzie: dla x =x'0 mamy
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D5/ (8) = feo (8) = fo (£ ().

3. Zlozono$¢ polgrupy charakterystycznej iloczynu
prostego automatéw asynchronicznych silnie
spoéjnych i ustalonych analog6éw ich rozszerzen

3.1. Ztozonos$¢ poélgrupy charakterystycznej iloczy-
nu prostego automatéw z klasy DFASC, [14]

Twierdzenie 1.

Niech AXB= ((AXB)S 3. ) bedzie iloczynem
prostym A= (AS, Z,AM) i
B= (BS Y. M ) z klasy DFASC,; wtedy polgrupa
charakterystyczna I(4 X B) iloczynu prostego auto-
matow A X B ma wlasnos¢:

card(I‘AXB))=2[m,n] (1)
gdzie: card (*S) =m > 2; card ®S =n > 2; m, n liczby
naturalne m >n; card 2= 2;
X9 = Gg O1, X;- 01 Oy, [m, n] — najmniejsza wspolna
wielokrotnos¢ liczb m, n, patrz [13].

automatow

-d
k, = (70 , gdzie: dy — reszta z dzielenia liczb m,
n

n; bg=n-—d,.

Dowad.
Na rys.1. przedstawiono automaty 4 i
DFASC,. Zbiory stanow automatow A i B

. . AS 14 A A A .
sa nastgpujace: =1 S0 Siseees Spns Spf
BS —JB B B B

- SO’ Sl"”’ Sn—Z’ Sn—l

Wiadomo, Ze iloczyn prosty zbiorow standéw automa-
tow A i B wynosi:

B z klasy

A Ty Ly v [+
50 - >| % ,,,,,,, > T » b
“
Go— G
B v |y v [+

i
v
S
=
L
h 4
=2}
?51

Rys. 1. Automaty A i B zklasy DFASC,
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A A B A B A B A B
E( SO, sl, SO) ,...,( S -2 SO),( S -1 SO),( Sy, sl),( S Sl) yers
(4xB) g —A o B HA (A B ) (A B )(A B ) (A B )’
S_ SX S m=2 Sl Sm—l’ Sl LR SO’ Sn—Z Sl’ Sn—2 LR Sm—Z’ Sn—2
A B A B A B A B
a Sm-15 Sy- 2)( So> Sn—l)( St Sn—l) ,---,( Sm-2> Sn—l)( Sm-15 Sn—l)
Po przeksztalceniu zbioru uporzadkowanych par stanéw automatow A 1 B pod wplywem lite-
A B A B A B A B A B A B
Sy S TS S ) e\ S SIS s SIS S RTS8 ) s

. AxB — A B A B A B A B
ryo'ootrzymujemy:( )fao =0\ Sw-10 S])( Sm-1 Sl) ,-.-,( 15 Sn—l)( 15 Sn—l) ,-.-,( Sn- 1)

m ]’
y B l(A B l(A B ) (A B l(
Sp-15 Sy S5 Spa St Syt ) oo\ St Sy S - I’ S

Pod wplywem stowa x, otrzymujemy przeksztatcenie:

A B A B A B A B A B A B
s, sz)( R N R R e
AXB A B A B A B A B
fx0 so, so, Sy ) s\ 85, So M85, 80 ) seees\ 7S5 S
B A B A B A B
B GO CRCRN [ CREN) DO CARCRR [ (IR

(AXB)f AXBf

MOoOOo—od

U
U
0
0

I O B

0

n
Po 5 krotnej konkatenacji stowa Xy otrzymujemy:

;

-

N\
EEB%IEEE]DDDDDDDED

gdzie: dp=m-kyn; bp=n-d,.

n
Po k, _ —krotnej konkatenacji stowa X, otrzymujemy:

2
4 B )(A ) (A XA B )
Sm=dy> Sop\ Sm-d,> So o\ Sp—dy-29 So Sm-dy-2> S0 H
AS BS X S ) (A S X S S ) O
(AXB)f - m=dy> SO\ Sm-d,> Sm-dy-2> S0 -dy-2> 50 B
ko A B XA ) ( X )D
*o Sm—do > Sp-2 m—do > Sp-2 S dy —2’ S dy 2’ Sp-2 B

RO COPIOIN B (AP (F )
Sm—do’ Sn—2 02 Sn -2 m d0—2’ m dy 2’ n—2

Po ko — krotnej konkatenacji stowa Xy otrzymujemy:
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4 4 A4 B A B
g S —h? SO ( Sm- ~d? SO) ( S’"_dl_z’ SOX Sm—dl—Z’ SO)’ H
4 B B A B 0
(AXB) g S I’ ) N ) ( m dl_z’ S()X Sm—dl—Z’ SO)"" |:|
e e
> n 2 Sm_dl ’ S” -2 Sm—d1—27 Sn—2 Sm—d1_2’ Sn—2 D
A B A B 4 B
i X S’”—dl ? S’l_z)’""( Sm—d| -2 Sn—ZX Sm—d| —25 Sy )H

gdzie: Zgodnle ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy: d;=m— by — ken; b, =n;—d,

wm
2

— krotnej konkatenacji stowa %o otrzymujemy:

2
(A B ) (A B XA B )
Sm—d, > So Sm-d,> Sops\ Sm-a,-2> SO\ Sm-a,-2> So
A B 4
E( S-a s SO Spea > SO)...,( Spa -2> SOX Spa 2> B ),
y B y y
é m=d,, X Sm-d, > Sn—Z)""( Sm-d, za 2X —d,-2> n—Z)

XA B ) (A A )
m d,, n 2 Sm—dw’ Sn—2 R S - w27 Sn -2 m d,, —27 n 2

gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy:

Po

Mf[

I

d,,=m-b,_, —kyn=0; [m,n] =mw=p

Stad:

4 ) (A B XA B XA B X )

So» So Soa So Su=2> So\ Sm=2> So A\ So> So A So> So H
(4xB = {4 A B A B y B
f[m" _él( m=29 SOX m 29 SO)’”"( SO’ Sn—2X SO’ Sn—Z)‘”’( Sm =29 Sn D

A A B A B A

m 2’ n 2 SO’ Sn—ZX SO’ Sn—Z)""( Sm—Z’ Sn—ZX m 2’ n ﬁ
[m,n]

Po X, 2 0, ~ krotnej konkatenacji otrzymujemy:

A, B XA B ) (A B XA B XA B X B )
Spy SRS S8 b\ 7S s S NS s S NS s NSy, H
(4xB) — [(A B )(A B ) (A B XA B ) (A B
S TR S ST Smrs S pes 810780 NS0TS0 e WS Sn] D
) 4 B XA B XA B ) (A B X
ﬁ Sm—l’ Sn—l Sl’ Sn—l Sl’ Sn—l T Sm—l’ Sn—l m 1’ n 1

(AXB)f ] :(AXB)f

2
x, 2 0

Identyczna liczbe przeksztatcen uzyskujemy rozpoczynajac przeksztatcenie zbioru uporzadkowanych

0

par stanéw automatéw A i B pod wplywem ~— krotnej konkatenacji stowa X1 =010, Zatem

2
otrzymujemy wzor (1).
C.B.D.O.

3.2. Zlozonos$¢ polgrupy charakterystycznej iloczynu prostego automatéw z klasy
EXT DFASC, [16]
Twierdzenie 2.

ex AxB ex AxB
Niech ext, (A X B ) = ( o )S Y By ) bedzie rozszerzeniem stanowym zwigzanym
. . . — X AX ,
z izomorfizmami g, gi,..., g¢-1 iloczynu prostego AxB = (A 'S s 2 M ) automatow

= (AS >, ‘M ) i B= (BS >, "M ) z klasy DFASC, ; wtedy potgrupa charakterystyczna

I (ext p (A X B ), ustalonego analogu rozszerzenia ma wtasnosc:
cam’(](ext UAXB))D = 2[mana‘]]xq 2)

gdzie: card (*S)=m > 2; card (®*S) = n >2; m, n liczby naturalne m > n; card = 2;
Xy =0y 01, X|- 0] Oy, [m, n] —najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ liczb m, n, patrz [13].
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Dowéd.

Uwzgledniajac rys.2 otrzymujemy nast¢pujace uporzadkowane pary stanow:
ext (AXB) _
! S

A0 B_0 A0 B_0 4.0 B_0 A0 B_0 4.0 B_0 A0 B_0
E( S0 sol( So» S ),( Sos Sn_z),( Sps sn_]),( Sy, SO)( sl, sll H
A0 B_0 0B_0 4.0 40
)( Sis Sn—l)""( Sm-25 So)( Sm-25 SI) ( S-2 Sp=2

Sps S,
0 B

4 ) 0
0 A_0 B_0 A0 B 0 A_0 B _0 B
m=2° Sn—l)’( Sm—l’ SO)’( Sm—l’ sl )”( Sm—l’ Sn—2)’( m 1° 1) ﬁ

A
S

q-1 B _q-1 A _q-1 B _q-1 A _q-1 B q—l)’(A q-1 B q—l)’( q-1 B _q- 1)(.4 q-1 B q 1)’
Asd™ Psl )( sd7s, ),,( sd s I sd TP si s s s H
q-1 B _q 1)( q-1 B q—l) A _q-1 B q—l)(A q-1 B q—l)’ (A q-1 B q—l)
BRI | G S W A Sm-25 St preos\ Sw-2s Sy 0
] ﬁ

A _gq-1 B q—l)(/l q-1 B q—l)’(A q-1 B q—l) (A q-1 B q—l)’(A q-1 B q—l)
Sm-2> Su-1 P\ Sm-15 S0 Sm-15 81 peos\ St Spa p\ S5 Sy

n-1

Po przeksztatceniu pod wptywem O, uporzadkowanych par stanow rozszerzenia stanowego iloczynu

prostego A i B otrzymujemy
ext, (AXB)f

o,
1B.1 1B.1 4.1B.1 4.1B.1 1B.1

g S5 Sl)( S5 Sl)> 'a( S5 Sn—1)>( S5 Sn—1)>( S5 Sl)( Sla ) H
131) lBl),(AlBll(AlBll( lD
50,78, PSS oo s "t U s b U E

A1 B _1 A1 B_1 A1 B _1 A_1 B _1 A1 B 1
N Sn—l)’( Sm—l’ Sl)’( Sm—l’ sl )’( Sm—l’ Sn—l)’( Sm—l’ n— 1

m—1°

4.0 B_0 4.0 B_0 4.0 B_0 4.0 B_0 4.0 B_0 4.0 B_0
E(sl, sl) Sy s sl),...,( i sn_l),( Sy s sn_l)( Sy sl),( e sl),

4,080 Y(a.0B0 40 BoY[(4.0 B 40 B0
Sis Sn—l)( S1s Sn—l)’""( Sm-1> So)( Sm-15 5 ) ( Smi> Sn- 2) D
40 B0 (4,0 BO)[(4.0 BLO a0 80 )[40 B0
Sm-1 Sn—l)’( Sm-15 51 )( Sm-15 51 la( Sm-1 Sn—l)( Sm-1> S nl ﬁ

Po q — krotnej konkatenacji 9o otrzymujemy:
ext, (AXB) f

ag

E(Asf,Bs,O),(As;),Bsf)...,(Asf,Bsg_I)(ASS,BS:;_I)(ASIO,BS;))( 50}l
_1)(ASIO,BSS_II...,(As,?,_],gsfl(”'sz_l,gsl ) ( Los? 1) O

ﬁf*sz_fss_ll(Ass,_lfsf)(Asz_lfsf)...,(Asz-fss-l)(Asz_l,: .

A _q-1 B ql)(A qlB ql)’ ( q-1 B ql)(A q-1 B q—l)( qlB ql)’

E{ S, 8 S¢S Spos Sua pUST 5 Sy US55 H
A _q-1 B ql) (A q-1 B ql)’( q-1 B ql) (A q-1 B q—)’(A q-1 B ql)

E( siPss st B (s Ps T ) s s si7 s, 0
A _q-1 B q—l)(A q-1 B q—l)(/{ q-1 q- I)(A q-1 B q—l) (A q-1 B q—l)(A q-1 B q—l)

ﬁ Sm-15 Sp-1 Sm-1> Sp-1 Sm-1 Sl Sm-1> St peeos\ Sp-1s Sy Sm-1> Sp-1

Po (g+1) — krotnej konkatenacji litery Oy otrzymujemy:
extq(AXB)f _ extq(AXB)f

g+l o,
ag 0
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Z kolei pod wptywem stowa X,

)
M

4.2 B2
Sy 8

A2 B_2

A2BZ (AZB2
So> 85

Sy Sz -\ So» So

é
§

AZBZ 428 2\(4.2 82
Sas Sz (SZ,SO)( 5

(A 2 B 2
So> So

= 0,0, otrzymujemy:

A_2 B_2
). (152,55
A 2 B2
o\ 80,8,

Sy 8o

4 28 2Y(4.28 2
)v( Sz’szl( Sy 8,

)(A 2 B2 (A 2 B2
So» 85 So> S

4,1 B_1 A 1 B 1 4.1 B_1 4,1 B _1 4,1 B_1 4,1 B_1 4,1 B_1

Sy, sz), Sy, 52 ( Sy, SO)( S5, so),( S5, sz)( Sy, sz)...,( S5, 8,

A lBllA]B] (A 131)(A 131)(/4 lBll(A lB]) (A]Bl)(/l]
Sos S3 e\ "Sgs 8o b\ S0y S M\ 805 85 b\ S0 85 bees\ 7805 S0 P78,

Po 5 — krotnej konkatenacji stowa X, otrzymujemy:

t (AXB)f -

0

o s

S

Sl’l

gt s DD
HHA

%AS _l_d E, S0 B0 S, E,Bs(’; lg..
(0 Sk 00 Hk O
IR o ]
Snl_ BSnl Snl_ ’BSnl
é% i ol i
i a(ae i
n-1 B _n-1 n-1 B _n-1
%S e B g

gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy: dy =

n
Po koE—

POJAZDY SZYNOWE NR 1/2011

H
N
0
aﬂ"s" Bgr L=
A e B8 Ef 878
By HBA BSSH...
[N e
% By HBA BSSH...
Feef Bg Bl

krotnej konkatenacji stowa X,

HBA BSn

Eﬂ —2|j||:| Eﬁ_dg -2
HBA

reg B g

. M, Ac

g ZDD E@ E -zm

HE HD

= ZH —ZDD E@ E —2D

-d,
ko

B
Sp-a

DIQI:D e
I

Sl’l

E%da
EL

Si’l

OO0 00 ¢

OOOoOoOoOoooc

st TS st s,':_l
ol T
H Ho sl 5al
..... s s st s 50
e R R e
—IQ EASYI—I BS -1 QEAS 1 Bsn 1 EB
Rk -d, -2 —d > n-2
0 o fa oo B od
m-kon; by=n-d,

otrzymujemy:

Sy 8o

(A 2 B 2)
Sos So

)(A 2 B2
)

A 1 B 1
)(Szaso

s ))7’@

B 1
0

1
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22

A _k,n B _kn)[A4 _k,n B k1
Sm=dy> S0 )( Sm=dy> S0 )’
k,n

§A by Bkn) )
5( 0’
1

A k,n B kn)(A k,n B kn) (A k,n B kun)(A k,n B kon)
Sm-dy-2> S0 m-dy-2> 50" proos\ Sm-dy-20 Sn2 m=dy> Sn=2

2
5(

o

Sm-dy-2> S0

A k,n—1 B k,n ll(A k,n=1 B _k,n— 1) (A k,n-1 B _k,n—-1 ) (A k,n-1 B kun—l)
m=dy > S0 Sm-dy > 50" b\ Sm-dy s Sn2 Sm-dy > Sn-2
B _k,n-1 )(A k,n=1 B _k,n-1 ) (A k,n=1 B _k,n-1 ) (A k,n=1 B _k,n-1 )
SO Sm —dy SO ceey Sm—do’ S, Sm—do’ S, ceesy

B _k,n— ll(A k,n—=1 B _k,n— ]) (A k,n-1 B kun—I)(A k,n=1 B kon—]),
Sm-dy-2> S0’ medy-22> S0 proo\ Sm=dy-2> Spt2 m-dy > Sn-2

A _k,n-1
md’

A _k,n-1

0

B k-1 Y4 _kn-l B _kn-1 A kn-1 B kon—l)(A k-l B _kon 1)
Sm-dy-2> S0 X Sm-dy-2> S0 ),( Sm-dy-2> Sn-2 Sm=dy-2> Sn-2

HA k,n-1

Po k¢ n — krotnej konkatenacji stowa x, otrzymujemy:

ext, (AXB)f —
kon

L.

A 2k,n B _2k,n A 2k,n B 2k,n
Sm=d,> So )’(Smd’SO

A 2k,n

A 2k,n

L
3

Sm -d,—

A 2k,n-1
m—d,

A anl

A 2k,n-1

A 2k,n-1
Sm-d,-2> So

B 2kn),(A 2k,n B 2k11)

m dl 0 Sm —-d,?
2
0

B 2k n)(A 2k,n B 2k,n ) (A 2k n B ZkUn)(A 2k,n B ZkUn)’
m— dl 22 SO Sm -d -2 S R Sm—dl—2’ Sn—2 Sm—dl’ Sn—2

-
i

B 2kon—1)(A 2k,n-1 B 2kn]) (A 2k,n-1 B 2k, n— 1)(A 2kn]B 2k, n— 1)
m-dy-2> S0 Sm-d,-2> S0 oo\ Sp-g-20 Sp-2 m-d, >

A _k,n B kn)(A k,n B kun)
Sm —-dy> n 2 m—dy> “n-2

(A k,n B kn)(A k,n B kon)
m=dy> “n-2 m=dy> “n=2p">

[

B _k,n YA kn B kn) (A ky,n B kun),(A k,n B kun)
Sm=dy-2> 50" pro\ Sm=dy-2> SpZ2 P\ Sm=-dy-2> SnZ2

[ |

(A 2k,n B 2k n)’(A 2k,n B 2kun)
m- dl n 2 Sm—dl’ Sn—Z

A 2k,n B 2k n),(A 2k,n B 2kun),
Sim- dl Sy-2 Sm—dl’ Sp-2 peees

(I .|

B 2k Y4 2k;n B Zan) (A 2% B ZkOn)’(A 2% B 2k0n)
> Sy " X Sm=d,-2> S0 s\ Sm=d,-2> Su-2 Sm=d,-2> Su-2

B 2k,n-1 A 2k,n-1 B 2k, n-1 A2kn182kn1 AzknlBanl
SO )7( Sm —d, SO )’ ’( Sm -d, )’( mdl ’

B 2k n— 1)(A 2k,n-1 B ZkUiz—l), (A 2k,n-1 B 2ki11)(A 2k, n-1 B 2k, n— 1)
» 8 Sm-d, > So oo\ Ssdy 0 Su2 Sm-d, > Sn-2 -

I:I:II:II:IDDI:D

B 2kon—1XA 21 B 2knn—1) (A 2l B (kg 1)(,4 2kt B 2k,
b

m=d,-2> 50 m=d;=2> Sn=2 md, =25 Sn-2

gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy:

d,

Po

2

=m—b0—k0n; b]=n—d1
wm _

w,n

) krotnej konkatenacji stowa x, otrzymujemy, ze:

dywi=m-by,—-kon=0 1 wtedy mamy nastgpujace przeksztalcenie:

ext, AXB)
f ) =

Amewm mewm AmewmAmewmAmewmAmewm
g X ) (SO ’Sn ZX So ’Sn ZX So 5 S X )

So

A _wm, B_wm YA _wm, B_wm A _wm, B_wm Y4 _wm, B_wm A _wm, B_wm
( s 2X sy s 2)...(sm "Use Xsm PO ),,( s P 2) %

Amewm wm, B_wm YA wm, B_wm A _wm, B_wm YA wm, B_wm
X Sm-2> So X Sm-2> So )a( Sm-2> Sn—2X Sm-2> Sn—z)

m2’
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g S] , Sl’ X S] ,’ S] ) ( wm—1, B wm IXAS]wmI B ;v_n;—l) H
I:(Aslwm 1,’lewm—1 XASlwm—l,’lewm—l)’ ) (Aslwm 1, B wm=— XASlwm 1, B :ﬁr; 1)’”.’D
aAS;le—l,’B 1wm—l XAS’vr\:TI—l,’BS;Nm—l)’ (Aswm 1, ’B wm—1 ASwm 1, B :ﬁr; 1) B
a/l ;:Tl I,,lewm—l XASnV:Tl 1,’lewm—|) ’(A Z*T]—I,,BS:Y;—I XA nv:Tl—l,,BS;lzv_n:—l) E

2
TyXy

A Wm+|, wm+1 A wm+1 wm+1
1 n 1 n—l

A wm+l, B wm+1 A _wm+l, B wm +1
(1 s Yoo g,
(A Wm+1, wm +1 XA wm+l1, B wm +1)

Aswm+l wm+1 A wm+1 B Wm+1)
1

A wm+l, B wm+1 A _ wm+l, B wm+1
é((sl : )(sl )...

N

A  wm+l, wm+1XASwm+l B wm+1)
’

S s n 1

s
A wm+|, B wm+1 wm+1 B wm +1
s s n 1

m-1

A wm+l, B wm+1 wm+1 wm+1)7
m—1

wm B wm wm B wm wm B _wm | A wm B wm wm B wm YA _wm, B wm
S S - S
H n-1 H 1
A wm, wm A wm, B wm wm, B _wm A4 _wm, B wm A _wm, B_wm A _wm, B_wm
E(Sl ’ XS )> ( m]aS1X Sm-1 )> ( ml’SnIX S -1 5 nl)D
wm B wm X wm, B wm ) (A wm, B _wm XA wm, B _ wm )
m 1° m -1» m=12 Sn -1 Sm—l b Sn—l

4. m wm . .. .
Po O b = [2] — krotnej konkatenacji stowa *o otrzymujemy:

2
_ extq(AXB)f

[ma] =

g+l 2
gy Xo

ext, (AXB)
S ]

2
Ty%o

Dla przeksztalcenia ety (4:5) S .. pod wptywem q — krotnego dziatania literyd, otrzymujemy po-

2
TyXo

ext, (AXB)f

nownie przeksztalcenie

wm*

2
Ty

ext, (AXB)f

W dalszych rozwazaniach bedziemy analizowaé przeksztatcenie . - Rozwazania dla prze-

2
%o

ksztalcen

, ext, (AXB)f ext, (AXB?f

wm 9***9 wm

ayx,? odxy?
sa analogiczne. Z przytoczonych powyzej rozwazan opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb oraz uwzgledniajac definicjg rozszerzenia stanowego automatu z
klasy EXT DFASC, wynika, ze liczba dotychczas wygenerowanych przeksztatcen wynosi q[m, n]
Niech [m, n] = m w = p. Z przytoczonych rozwazan opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb [13] oraz uwzgledniajac definicje rozszerzenia automatu
asynchronicznego silnie spojnego wynika, ze liczba dotychczas wygenerowanych przeksztatcen

wynosi p . Wtedy po g— krotnej konkatenacji stowa otrzymujemy:
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ext, (AXB)f

X0
H}A 4=dy, 4=dy %A 4=dy, q4=dy H HA q4=dy q4=dy %A 9=dy q4=dy H H
L B. k L B, k L B. k L B. k
 So LSy m So LSy oo S LS, m 5o LS, 0O O
J 1N 0 O 1l O
S}A 4=dy, q4=dy %A q4=dy, 4=dy H BA q4=dy 4=dy o %A 4=dy q4=dy H O
L B. kK L B. kK L B, kK L B, kK O]
N So > Sy M So > Sy o0 So > Sy M So > Sy o0
nl 1N 0 O 1l O 0
SHA 4=d,, 4=dy o %A 4=d,, - 9=dy H BA 4=dy 9=doo %A 4=dy 4=doo H (]
L B. Kk & B Kk L B. kK L B. kK 0
Su-2 > S Su—2 5 Sy o Sm-2 0 Su2 Spm-2 > Sy
] d T 3 i
O
SHA ¢=d,,  q-d,, %A ¢=d,,  q-d,, H BA g=d,,  q-d,, %A g=d,,  q-d,, H O
L B. kK L B. kK L B. kK L B, kK O]
B Su-2 > S M Su-2 > 5o o0 Spm-2 > Sy M Spm-2 > Sy 0O 0
1 1IN 0 0O 1l U 0O
H} 140 _, 1o | % 1o | 4o _, H H 4o, _, q=dyp HH 4o _, 1o | H H
4k B Kk 4k B. Kk 4 K B K Uk B K
1 So » S So » S oo Se > Su2 o So > Sy 0 O
J L U O 1N U
EH 4o _, 1o | % 1400 4o _, H H 4o _, 440 _, HH 44y _, 140 _, H O
4K B K 4k B k 4k B k 4k B k O
S, s, S, s, S, ! s ) S, s
1 “o > S m S0 > S oo o > Syp- m e > Sy o0
J L 0 O 1N O
S} 440 _, 140 _, % 1o _, 4o _, H H 4o, _, 4o |, % 4o, _, 4o _, H B
4K B K 4K B k 4 K B k k B k
uE Sp-2 5 S M Spu-2 5 S 00 Sp-2 5 Sy M Sp-2 5 Sy 0o
J L 0 O [ O 0O
S} 4o _, 1o | 4400 | 4o _, 4o _, 440 _, 440 _, 1o _, O]
4 ky B Kk HHA 1 B, Kk H HA ky B, Kk H}A ky B k H U
uE Su—2 5 S M Spu-2 > S o0 Sp—2 > Sy M Spw-2 5 Sy 0O O
1 L 0 O 1N O O

gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania najmniejszej wspolnej wielokrotnosci, dla trzech liczb [m,
n, q] = [[m, n],q] = [p, ql, gdzie p=[m, n], patrz[13]:

k; - catkowita wielokrotno$¢ liczby p w q; q>p
doo=q—kip, boo=p—doo,

d],] :q—bo,o—k]p, bl,l :p_dl,l

dt—2,t—2 =q - bt—3,t—3 - klp bt—2,t—2 =p- dt—2,t—2

dire1 =q—buw—kip=0

[m, n, q] = [p, q] =[[m, n], q] = q't

W przypadku gdy d, <0; gdzie 0 <x <t-1, to w miejsce b, wpisujemy bezwzgledna wartos¢ liczby
dy 1 obliczenia kontynuujemy dale;j.

Gdy p>q todoo=p-ki q, by =q —do, 1dalej postgpujemy analogicznie.

Dowdd przeprowadzamy zaktadajac, ze g > p .

Po k‘% — krotnej konkatenacji stowa X, otrzymujemy:
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ext, (AXB)f

/l—

HA qdoo B qd()oXA
A qdoo B qdooXA
A qdoo B qdoo A

mZ H
ﬁz‘l qdoo B qdooXA

q=dg o B qdoo) (A q=dyo B qdooXA q=dg B qdoo
0 e b nZ

S‘I dy o B gd()o).” (AS‘I dooaB qdooXAS‘I doo B ‘Idoo

qdoo B qdoo A qdoo B qdoo A
Sy Sp-2 >

qdoo B qdoo) (A qdoo B qdooXA qdoo B qdoo
0 . )

qdoo B qdoo

n—2
n—2
n—2

n—2

) 0
%...,g
) ¢

qdoo_lB qd001X q=do 1 Bsq dool) ( q=do o1 B qd001X q=doo~1 B qdool)
0 0 0 O s () )
‘1 doo~1 B ‘1 doo~ 1X q=dg -1 BS‘I do.o ]) ( q=doo~1 B ‘1 doo 1X S‘I doo=1 B ‘1 doo 1) |
0 b 0 0 0 b 0 ’ ’D
A ‘1 doo~1 B ‘1 doo-1 § 4 ‘1 do -1 BS‘I do o1 ‘1 doo~1 B ‘1 doo -1 ‘1 doo-1 B ‘1 doo -1 Il
m 2 H m 2 H 0 m 2 H m 2 H
ﬁz‘l g=dg -1 BS‘I dy,o 1XA q=dg -1 Bsq_do,o_l) (A q=dgo1 B q- doo XA q=dy -1 B q- doo ) E
m=2 H 0 m=2 H 0 b m=2 H m=2 H
Po k; p — krotnej konkatenacji stowa otrzymujemy:
ext, (AXB)
q
f,lf
A4 _q9-d\, B fI diy Y4 q-di, B _q-d;, A _q=dvy B _q=diy Y4 _q-d, B _q-d,
H So , X s S o\ S s S, So s S, H
A _q—d,, B ‘I diy Y4 _q-dy, B q_dl.l A_,q9=diy B_q=d N4 _q-d, B_q-d, D
g A So So s\ S s S0 So s S, 0
O..., 0
A q=dy, B ‘1 diy [ 4 ‘1 dll B q_dl,l A g9=diy B _q=dy 4 _q9-diy B _q-d, 0
Sm-2’ So o\ Sy Sy Sm=2" > Su2 )OI
A4 _q-d, B q dllXA q- dll B q- dll) (A g=dy; B _4q dlIXA q=dy; B _q-d), )D
a Sm—2 0 R Sm—2 s Sn—2 Sm -2 Sn—Z D
‘I 1113 qdll X q- 1113S‘1d|11) ( q- 1113 qdll X q- 1113 qdlll)
0 0 0 b 0 n—=2
‘1 1113 qdll X q- lllBSq dll]) ( qdlllB qdll X qq=d; -1 B q_dl,l_]) |
0 0 0 0 n-2 ’D
A qdlllB qdll A qdllqudlll A qdlllB qdll A qdllqudlll
m 2 b m 2 H SO cee Sm -2 b m 2 H Sn -2 D
g=d\;-1 B _q=d\; Y4 _q-di,-1 B q_dl,l_l) (A q=d,; -1 B q_dl,l_l 4 q9-d "1 B q_dl,l_l) E
ﬁ m 2 SO Sm—2 H SO cee Sm—2 H Sn—Z m=2 H n-2
gdzie: zgodnle ze sposobem wyznaczania [m, n, q:
d1,1 = q—bo,o -kip ; b],] =pP- d1,1
qt . .. .
Po —— - krotnej konkatenacji stowa x, otrzymujemy:
ext (AXB)
q
fir -
Aqdrltqudtlrl Aqdrltqudtlrl Athlrqudrlrl 4 97di1-1 B qdiym
So , So s S,
Aqd Bqd A4 q7d B q=d-y - A 974 qud 4 B q=d -
t=1,t-1 IIIIXS0 t=1,t-1 SO t=1,t-1 S t=1,t-1 t=1,t-1 S rlzl,sn_zzl,rl
A4 qdrltl B thlrl ASq rltl Bsq_dt—l,r—l A thlrl B qdrlrl A thlrl Bsq_dr—l,z—l
— 0 ceey s s n=2
A qdrlzl B qdzlrl AS‘I rlzl Bsq_dzfl,rfl A qdzlrl B qdrlrl A qdzlrl Bsq_drfl.zfl
m— 0 m 2 H m 2 H n-2
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A q=d, -1 B _q-d ;-1 A _q=dy -1 B qdll

g X 2 SO ) ( H 112 X H
A qdll_lB qdll A qdll_lB q=dy ;-1 A qdll_lB qdlll A qqdlllB q=d; ;-1 O
A , s S, ceny
U
AqdqudlAq—d—qu—d—l Aqdqud Aqdqud
11 g g7 g N 11 117 11 g7 0

A _q- dll_l B ‘1 dll

g=dy, =1 B _q=d ;-1
K SnZ

0 m=2 b 0 m=2 b n 2 b n-2

A4 ‘1 dll 1 B _gq-diy Y4 _q-d,-1 B_q-d "] A4 q=d -1 B _q-d,-1 4 q_dl,l_l B _q=d; ;-1
SO Sm—Z b SO st Sm—2 > Sn—Z Sm—2 > Sn—Z

gd21e: Zgodnle ze sposobem wyznaczania [m, n, q:
dt-l,t-l =qQ- bt-2,t-2 -k p=0.

Dla d.; = 0 mozemy napisa¢ przeksztalcenie ety (43E) J . W nastepujacej postaci:

2
X0

s s st Esg ) (5625 N s Nt s X st 20 ) B
§ CRTIREY CREICRUNY WO CRPINCRY) COTNR) W CONC I I
ﬁAsfn—zagsS—zXAsz -2 SOXASZ -2 So)> (AS?n—zaBSS—z)(ASZ—zaBSS—z) ﬁ
s syt st s Lo (st st Kt s Notsa s K st )
[(Asg_l,Bs,‘f__;XAsg R ;),...,(AS,Z__E,BS(?_] XASZ,__]z,Bsg_l)...,(AS,Z__IZ,BS,?__; XASZ__IZ,BSZ__;)
ﬁ"si s IXASZ,__E,BS(?_I),...,(ASZ,__IZ,BsZ:;XAs,Z__IZ,BsZ__é)

qt

I

- krotnej konkatenacji stowa x, otrzymujemy

AlBlXAlBl) (AIBIXA]BIXI ]X]B)

Sto SIN Sis Sppees S Sua NS Sua NS ST A S S H
4181 Ya.1 8.1 4.1 B y
Sl’ Sn—lX Sl’ Sn—l)""( Sm—l’ SIX m 1’ ) ( m 1’ n IX m 1’ n 1)|:|
41 BaYa.1 B_1 A1 B
Sm-1s SOX Sm-1s 51)---:( Spm-1> Sp-1 X Sm-15 S ) ﬁ

408 0Y4.0 8 0 4080 Ya0B.0 Ya.08 040380

E( e S1X Sp,0 8, ),,( e S,,_IX 81 sn_l)( s Slx Sy, 8, ),, H
4080 Ya.08B. 0 40 BoYa.0 B0 a0 B0 Yago B0
St Sn—lX Sps Sy 1)---5( Sm-1s SlX Sm-15 51 ):( Sm-1s Sn—lX Sm-1s nl D
4.0 B oY4a. 0 4.0 B0 Ya.0 B0

m—13 SOX S -1t 51) ( S5 Sn—lX S -1 Sn—l) ﬁ

qt
2

S

Po o/ - krotnej konkatenacji stowax, otrzymujemy:

ext, (AXB)f _
¢ =
oixg

AOBOAOBO A.,0 B_O 4.0 B_0 A0 B _0Y4_0 B_0
Sy, 8 s,,sll...,( sl,s_Xs],s_Xsl,SIXsl,s]),...,

n—1 n-1

440 B0 AOBO 40 B oYa. 0 BO 40 Bo Ya 0 B0
é Sy n] Sps S, 1)"'5( S-15 SIX Sp-1> S ),( S-15 Sn—lX St Sn—l)

A 0 B _0 A0 B _0 A0 B _0
m 1’ Sm 1» S] )’""( Sm—l’ Sn—lX Sm—l’ Sn—l)

I O
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q- q-1 B q IX q-1 B _q- IX q-1 B —I)
| )> ( > Sut AST 5 Sl NST 5 S
B q-1 B q 1) (A q-1 B _q- IXA q-1 B q—l)
. ( ;o8] X , e\ T2 sI7L0si )
q
m

-1 B_qg-1 AqqulXA q—qu—I), (A q—qu—l)
-1 Sn—lX Sm 1° SO Sm—l’ Sl AR Sm—l’ Sn—l

I o

extq(AXB)f _ extq(AXB)f

— extq(AXB)f

at g

a
g+l 2 2
ol x{ Tx§

Z przedstawionych powyzej rozwazan opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej wspolnej wie-
lokrotnosci wynika, Ze liczba dotychczas wygenerowanych przeksztatcen wynosi
[m, n, q]. Dla pozostatych przeksztatcen otrzymujemy:

extq(AXB)f _ extq(AXB)

a f 040
. 090
ext, (AXB) _ ext (AXB)

4 f o = q ngH

aixi
Stad liczba wykonanych przeksztatcen jest rowna q[m, n, q].
Identyczna liczbe przeksztalcen uzyskamy rozpoczynajac przeksztalcenie zbioru uporzadkowanych
par stanOw rozszerzenia stanowego iloczynu prostego automatow A i B pod wplywem litery o; zatem

otrzymujemy wzor (2).
C.B.D.O.

3.3. Zlozono$¢ polgrupy charakterystycznej iloczynu prostego automatow z klasy
EXT DFASC, dla kazdego stowa z jezyka > = (0, 0 0,)'
Twierdzenie 3.
Niech ext, (A xB ) = (m ) S, >, e AXB)M ) bedzie rozszerzeniem stanowym zwigzanym z izo-
morfizmami go,g,,...,g*" iloczynu prostego 4% B = (AXBS S, "M ) automatow A4 = (AS S PM ) i
= (BS, Z,BM) z DFASC, takim, ze:
card(*S) =m>2, card(®S)=n>2, card(3) =2; q — stopien rozszerzenia; wtedy dla kazdego stowa z

jezyka > = (G ,do 1) potgrupa charakterystyczna [ (ext (A xB ) ) ) ustalonego analogu roz-
szerzenia ma wlasno$¢: ,

card(](extq (A xB ) )D) = 2[m, n, q] Xq (3)

Dowad.
Rozwazmy jezyk Y ' = (O'O 0 GI) '
Niech x [ > " stowa rozpoczynajace sig od litery g,
x. U > " stowa rozpoczynajace sig do litery 0,

+

— k ~1 ) + — k ~1 ) . —
—(000100”,...,0{’) yeees X —(010001”,...,05’) ;o kK Lw,..,p=12,..

Wtedy uwzgledniajac rys.2 otrzymujemy nastgpujace uporzadkowane pary stanow:
4,0 B 0Y (4.0 B0 40 B0 4080 Y(4,0B.0)(4.,0B.0
E( o SO)( Sos S ),,( So sn_Z)( S0 sn_]),( S SO)( Sy, 8 ),H
x 40 B0 A0 B0 40 BOY(4.0 BO 40 B
&’th(A B)S = SI s Sn—Zl( Sl 4 Sn—l)""( Sm—2’ SO)( Sm—2’ SI l’( Sm—2’ Sn—Zl D

A0 B_0 A_0 B_0 A0 B 0 A_0 B_0 A0 B 0
Sm—Z’ Sn—l)( Sm—l’ SO)’( Sm—l’ Sl )’( Sm—l’ Sn—2)’( Sm—l’ Sn—l) ﬁ
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28

E(Asg—l,BSg—ll(Asg—l,BSIq—l),.”,(Asg—I’BSZ ;)(Asg 1,3 P 1)(,4 41 B 1)(Aslq 1By )’ H
= QR | RS S O | e W O ;z,Bs,f:;)(As;:z,Bs,f::)D
ﬁAS:ﬁ—_]l,Bqu)(ASZ:”BS;,—l) ’(ASZ—_]]’B z—él(A a1 B - 1) ﬁ
extq(AxB)f —

o

4 1B 1Y[(4 181 1 B .1 4.1 B._1 1B 1 1 B 1
S15 S5 S1s S Sl’ Sy Sis Sy Sl’ S Sl’ S H
41B.1 4 1B.1 41 B 1Y[4.

I:( Sis Sn—1)>( Sis Sn—l)’""( Sin-1> 51))( St 51) ( S 1a S,- 1) O
AIBI)(A]B])(AIB]) (A]Bl)(A
Sm—]’ Sn—l Sm—]’ S] Sm—l’ S] AR Sm—l’ Sn—] Sm 1’ n]

st st (st st Do (s s ) (st s D (s s ) (s s )
(150,750 ) (150,250 ) (0, 250 ) (P52, Ps0 Lo (150,550, )

450, 50 (150,750 ) (40250} (150, 250 M (A0 ost)
Po q — krotnej konkatenacji 9o otrzymujemy:

ext, (AXB)f

g

E(Asf,‘?sf)(As{’,Bsf’),...,(As{’,Bsfj_l)(As{’,Bs,?_l)(Asf,le")(Asl",B ‘).
(0,250 b (150,250 Lo (2 20 L (M, 25 Lo (50, 250, ),
G Y CRUEE) N CPUANCRS) W CUNCTLIN | CRUINCILN)

g-1 B _g-1 g-1 B _q-1 q-1 B _q-1 g1 B
E{ )( st ),( s, Tsds ])( si s ,)( st ) H
A _q-1 B _qg-1 q-1 B _g-1 qg-1 B _q-1 A _q-1 B _q-1 A _g-1 q-1
él( si™ s ),,( s Sn_l),( si™ Psdr ,)...,( s s )( si7 P ), %

4 _q-1 B q—l)’(A ¢-1 B q—l)( ¢-1 B ql) (A ¢-1 B q—l)(A ¢-1 B q—l)
( Sm -1° Sn—l Sm—l’ Sl Sm -1° Sl AR Sm—l’ Sn—l Sm—l’ Sn—l
q — przeksztatcen.

Po (gq+1) — krotnej konkatenacji litery o, otrzymujemy
ext, (AXB) — ext, (AXB)
fagﬂ - fao :

Dla przeksztatcenia ety (4:5) I ,pod wptywem ¢ — krotnego dziatania litery O, otrzymujemy ponow-

nie przeksztatcenia ety (4xE) f . W dalszych rozwazaniach bedziemy

. , . ext,(4xB) .. ext, (4xB) ext, (4%B)

Xty q
analizowaé przeksztalcenia S, - Rozwazania dla przeksztatcen Sou,0 fgg sa
analogiczne.
ext, (AXB) _

ot~
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A _k(modq) B kmodq
S

I:(AS modq B k modq
aA k modq B k modq
m—1

S

Ask modq B k (mod ¢

N

2

N

b

N

2

Sm-1

m—1 H

N

B A L B

m=1 ’

A (k l)modq B (k lmodq

1
4 (k-1)modg B (k 1)mod ¢

1
4 (k- I)modq B (k 1)mod ¢

m
As(k 1)modg B (k 1)mod ¢

)

| )

A (k-)modg B (k lmodq)
).

)

)

A _k(modq) B (modq)
S

M
(st
M
)

modq B kmodq

S,

A kmodq B kmodq
S 5

b

(A

(A

]

b

Sml b

4 1

A4 (k-1)modg B (k 1)mod ¢

A kmodq B kmodq)

modq B (k 1)mod ¢

k-1)modg B (k 1)mod ¢

4 (k-1)modg B (k 1)

(A k(modg) B kmodq
S 5

A _k(modq) B _k(modg)
( S > Spml

(A k(mod ¢) K k(modq )(A k(mod ¢) K k(modq)

(A k(modq B k(modq

2

(A (modq B k(modq
b

(k-1
(Asj(k “)modg B (k lmodqi(A (k-1 modq’B (k- lmodq) D
f ).
odg

it

m-1

)(A k(mod ¢) K k(modq)
m-1

)(A (modq K k(modq)

k )modg B (k-1)mod ¢
Sn -1

(k-1)modgq B _ (k-1)mod ¢

( 1 H Sl |:|

-1)modg B (k lmodq)D
b

m
(A (k- l)modq B (k- 1)modq)7 (As(k Dmodg B (k 1modg ) []
-

:

mI:II:II:IDED

ext (AXB) _
! fk+1 -
E(As(kﬂ)modq B (k+l modq)(A (k+1)modg B (k+l modq) (A (k+1)mod ¢ BS(k+1)modq)
1 K n-1
4 (k+1)modg (k+1 modq)( (k+1)modg B (k+1 mod ¢ (A (k+1)modq B (k+1) modq) D
1 5 5 s D]
A _(k+1)modg B (k+l mod ¢ k+l Jmodg B (k+l mod ¢ A (k+l modg B _ (k+)modg
A\ 5 B , S5 D
A (k+)modq B (k+1 modq) (A (k+1) modq 8 g (i1)modg )(A (k+1)modq B g (k+ 1modq)D
Sm -1 s m—1 n 1 m—1 b n
A (k+)modg B (k+1 modq)(A K+l modq B (k+1)modq) (A (k+1)modg B, (k+1)modq ) []
S -1 > -1 S o\ S > Sp-l
4 (k+1)modg B (k+l mod ¢ ﬁ
Sm 1 s

’ nl b nl

E(Aslk(modq),gslk(modq))(Aslk(modq),gsl(modq))m’(Aslk(modq) B k(modq))(ASIk(modq) B k(modq))

gASlk(modq)’BSk(modq)XASk(modq),lek(modq))m, (Aslk(modq)’BS:cl(r]nodq)) (Aslk(modq)’BS:clEr]nodq)) B
D”.”(Asrl;(nllodq) B k(modq)XASZ(_nllodq),lek(modq))".,(AS’l;(nllodq)’BS’kSmodq))(AS:;(_nllodq)’BS’kSrlnodq))D
E(A Srl;(_r;\odq)’BS]k(modq)) (ASi(_r?odq)’gsf(modq))m, (AS’kq(_r?odq)’lekgnodq)) (AS’kq(_rrllodq)’lekgnodq)) %

extq(AXB)f — exl, AXB
k+q T f/

9
q— przeksztatcen
Dla o é‘ g 11 otrzymujemy nastgpujace przeksztatcenia:

ext, (AXB)
o401

A k+l modq B k+l
Sy

E(

%A (k+)modq B
2 )
4 (
2 5

g

s é
B (k+

S So
A _(k+)modgq B (
Sy

B ¢ (k+

Sy

B ¢ (kr

So

k+l mod g

So ,

A k+l d
S(Emod

b

0
(k+1)mod ¢
So 5
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Jmodgq \ (4 (k+l modg B (k+l)modq A (k+)modg B _ (k+I)mod ¢
, S, B , S
modq)(A (k+l mody B (k+l)modq)(AS(k+l)modq BS e+ modq) D
modg \ [ 4 (k+l modg B (k+l mod ¢ A (k+)modg B ( [)mod ¢
s o S ’ 2 |:|
I)mod ¢ ) (A (k+)modq B (k+l modq)(A k+)modg B ((k+ modq)D
b So > 8o O
modg \ [ 4 (k+l modg B (k+l mod ¢ A (k+)modg B ( Hmodq ) []
s 2 SO s 0
modq) ﬁ

29



30

A _(k-14#)modg B _(k-1+/)modgq Y [ 4 _ (k-1+/)mod ¢ B k 1+1)mod ¢ k 1+1)mod ¢
S, , 85 S5 ,
[(AS k-1+)modgq B (k 1+l)modq),(AS(k 1+l)modq B (k 141 modq)(A (k 1+l)modq B
s 2
A _(k-1+/)modg B (k—1+l)m0dq A (k=1+1)mod ¢ B k 1+1)mod ¢ k 1+l)m0dq
S > So S >
A _(k-1+1)modg B (k 1+l)modq A4 (k- 1+l)modq B (k 1+1)mod g | [ 4 (k 1+l)modgq B
8o R s\ 8
4 ( -1+/)modg B (k 1+/)mod ¢ (k=141)modg B (k—1+l)m0dq 4 (k 1+l)m0dq
AN , S0 , 85 I
(k 1+)mod ¢ BS(k—1+l)m0dq)
2

o.k+lo.1

4 k+1+l)modq B (k+1+)modg | (4 _(k+1+)modg B _ (k+1+I)mod ¢ A _ (k+1+1)mod ¢
, S5 S, , S5 I

S 9 So 2 9 2 9
A (k+1+)modg B _ (k+1+)modg | [ 4 (k+1+l)modq B (k+1+l mod ¢ A (k+1+I)mod ¢
S, N , Sy
4 (k+1+l)m0dq B (k+1+)mod ¢ A (k+1+)modg B (k+]+l modg | (4  (k+1+)mod g
So S, R , So
4 (k+1+l modg B (k+1+I)modq | (4 _, (k+1+/)modg B (k+l+l mod ¢ A (k+1+/)mod ¢
So Y So > Sy So
(+1+l)modq B (k+1+)mod ¢
Sy > So

h

b

S, 2 s

0 S

k+l)modg B (k+)modgq A (k+I)modg B (k+l)m0dq A
S5 S

b

A

S(g s . SO
4 (g +1)mod g Bs(k+l)m0dq),(,4s(gk+l)modq BS(k+l modq),
(

9 s 92 S

CDACQALRCE, CUACOA0A T,

modq B (k+l)modq)
)

ext, (AXB)f ext AXB)
A+qa. f kgl

ext, AXB) _ext, (AXB
Sotor =" ot

ext, (AXB) _ext (AXB) _ext (AXB) _ext (AXB) _ext (AXB)
! fagaluq = fagwal/ =7 faga{ = fagwaluq = f [m.n]

2
X0

q — przeksztatcen
Dla O g o 11 0, otrzymujemy nastgpujace przeksztatcenia:

ext, (AXB) f _
akalay —

A _(k+1+/)modg B _(k+1+I)modq | [4 _ (k+14/)modg B _(k+1+/)modq \ 4 _(k+1+I)modg B
N N S5 N

BS(k 1+] modq)H

Sgk 141 modq) D

B

gk 141 modq)B
(gk 141 modq)D
(

k=1+l)mod g | []

:

Bsgk+1+l)modq )

B

§k+1+1)m0dq ) D
BS§k+1+1)modq ) i
BS(gk+1+l)m0dq ) 0]

Bs(k+1+1)modq ]

B

4 k+l Ymodg B (k+I)modq | (4 _(k+!)modg B _(k+)modgq A (k+l)modg B (k+l)modq
, S5 S5 S, O R ,

A (k+)mod g BS(k+1)m0dq ) (AS(k+l)modq BS(k+l)m0dq ) (A (k+1)mod ¢ BS e+l modq) D

(k+1) modq B (k+l)m0dq)|:|

A k+l modq BS k+l modq |:|

A
A (k+1 modq B (k+!)modg ) (4 _(k+!)modg B (k+l)modq A (k+ modq B (k+l)modq
S, K S5 0 D

]
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> 1

A (k+l+w)modg B (k+l+w modg ) (A (k+t+w)modq B (ki) modq) y
3

N

b B

k+l+w)modg B (k+l+w mod ¢
b

A (k+l+w)modgq B (k+l+w modg \ [ 4 (k+l+w modg B (
53 ) > 83
A (k+I+w)modg B (k+l+w modg | (4 (k+l+w modg B (k+l+w)modq A
S3 4 ’ 3 N
A (k+l+w)modg B (k+l+w modg \ [ 4 (k+l+w modg B (k+l+w mod ¢ 4
S3 , , 8 S
gAsl(kﬂﬂv)modq’B (k+l+w mod ¢ s
gl
S
4l
]

(k 1+/+w)modg B k=1+I+w)mod ¢ BS(k 1+/+w)mod ¢

k=1+l+w modq ) (A

k=1++w)mod ¢ BS(k 1+I+w)mod ¢

4 1

(k 1+/+w)modg B
1 5

A S](k—1+l+w)m0d q

k=1+l+w modq (
b

> 83

DJQ—QD-QD-CLD\CD\

s

s

s )
3(k 1+/+w)mod ¢ ) (
s

s

A (et+i4w)modq B (k- 1+l+w)modq)
)

2

Dla o (1; o 11 0, otrzymujemy nastgpujace przeksztatcenia:
ext, (AXB)

k+l ol w T
oylalay

k+1+l+w modg B
b

A (k+]+l+w)modq B (k+l+l+w mod ¢ (A k+1+[+w)mod ¢
y (k+1+l+w)modq BS(k+1+l+w mod ¢ (
s 1

S(k+]+l+w)modq B (k+1+l+w modq)( k+1+l+w)modq B _ (k+1+I+w)mod ¢

2

3 b
(k+1+l+w)modq B (k+1+l+w mod ¢
Sy > 83

A (k+]+l+w)modq B (k+l+l+w mod ¢
b

k+1+l+w)modq B, (k+1+I+w)m
s S1

> 93

A (k+1+I+w)modg B (k+1+l+w mod ¢
A\ s S

DJQ—QD-QD-CLD\CD\

(k+l+w)modq B (k+l+w modg | (4 (k+l+w modg B (k+/+w)modg 4
S5 , 83 , Y O
A (k+l+w)modg B (k+l+w modg | [ 4 (k+l+w modg B
83 > S >
y (k+l+w)modq B (k+l+w modq)(A (k+l+w modq B (k++w modq) (AS(
> 1
(k+l+w)modq B (k+l+w mod ¢ A (k+l+w)m0dq B (k+1+w)modq ) (4 _(
S] > 83 > S S
A (k+I1+w)modg B (k+l+w modg | (4 (k+l+w modg B (k+/+w)modgq 4
S > 83 > 83 S
A (k+l+w)modg B (k+l+w mod ¢
S > S
ext, (AXB f _ extq(AXB)
attiglay T otalay

ext, (AXB) — ext, (AXB _ext (AXB)
fo.(l){o.[-#qo.w - f k+q0.[ wo ! U(/)“UI[U(‘]”
ext, (AXB) _ extq(AXB) extq(AXB)
ol O.O.VM-I - kaHO./o. ot U[+IU
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k+l+w)modg B

k+l+w modq

( (

)
(A (k+t+w)modq B (ki) modq)(/l (k+1+w)modg B

1

( (

)

3 ’ 3 > P3

( —1+/+w)modg B , (k—1+I+w)mod ¢ (k 1+I+w)modg B  (k—1+I+w)mod ¢
3 s 3 ) S3

( —1+I+w)modgq B _ (k-1+/+w)mod ¢ ( (k-1+/+w)modg B (k 1+1+w modq)
S3 > S3 >

(k- ]+l+w)m0dq B (k 1+l+w)m0dq)

{ 5 ).

3(k+1+l+w modg B 3(k+1+l+w mod ¢ ) (

o 5 )..
od g

( k+1+l+w)modq BS(k+1+l+w)m0dq)

k+I+w)mod ¢ (k+i+w)modg B _ (k+/+w)mod g
I ,0S) H

3(k+1+w)moolq BS3(k+1+w modq) D

2

k+l+w modq

st |
( +/+w)mod ¢ ) t}
]
s
1

k+l+w)modg | []

| :

b

b

4 1

4 3

4 3

)(A (k-t+1+w)mod B o (k=1+1+w)mod g

4 1

b

> 83
(A (k+1+1+w)mod g B

b
) (A (k+1+1+w)modg B

2

A (k+1+1+w)mod ¢
’ S] ’

k+1+w)modg B (k+l+w mod ¢ )H
b

4 3

k+l+w)modg B  (k+/+w)mod ¢
> 83 D

k+l+w)modg B (k+l+w mod g ) U
b

sl
83
3(k+1+w)modq ) (A S}(k+l+w)m0dq BS(k+l+w modq) D
gl
Sy

k+I+w)mod ¢ BS(k+l+w modgq | []

.

(A (k-t+1+w)modg B o (k=1+1+w)mod g
4 (k 1+/+w)mod ¢ Bs(k—1+l+w)modq

(A (k-t++w)modq B o (k=1+I+w)mod g

A _((k-1414+w))modg B _ (k-1+I+w)mod g
o\ S S

(A (k+1+1+w)mod ¢ Bs(k+1+l+w mod ¢
> 91
A (k+1+I+w)mod ¢ BS(k+1+l+w)modq
(k+1+l+w mod ¢
S3
(k+1+l+w mod ¢
S
B o
S

f+1+1+w)mod ¢ )

)

E
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{1
!
!
|
.HASM ’ ,
:E(
!
%
{i
st

ext, (AXB)f _
o.ka.la.wﬂ, -

q — przeksztatcen

Dla 0,0/0 ...

ext, AXB

fa(’)‘alao pensOF

A (k+I+w+,.,p)modg B (k+l+w+,...
b

k+l+w+,..p)modg B [+w+,.

2

( +
So Sp2
A (k+l+w+,.
So

(

,p)modq k+l+w+,..

> Sy

A (k+Hl+w+,.. ++w+

s ,p)modq

5

0
A (k+1+w+,.
Sm-2 > S
A (k+l+w+ +HAw,.

2

f+l+w,..

sap)mod
8- ,

m=
A (k+l+w+

s sep)mod g

m=2 b 0
k+l+w ++w+,.

-2

(k

b

gl
.p)modg B r(lk+l+w+

B ¢ (k

bt
*...p)modg B 5

A (k=1+l+w+,..,p)modg B _ (k—1+I+w+,.

b

S

k- ]+1+VL+

A (k=1++w+,..

s .p)modg B

(
0
A (k=141+w+,.,p)modg B
So )
(
0 s
(

A (k—1+1+w+,..

s ,p)modq B

sl

0

S

n

(k 1+[+w+,..

0

(

’ Sn—Z
0

> n-2
0

> n-2

Dla stowa O'(;CGIIG(;V,...,

Wane
ext, AXB

f k+1 w )4
ot*alay,..ol

ext, AXB _
fk+qo_lau -

ext, (AXB) _ext (AXB) _
f A+qa.lo.w+q - ! faéwo_lhqaév -

k=1+l+w+,..

vop)modg B (k=1+1+w+,.
, S

..,p)modq BS(k—]+l+w+,...

vop)modg B (k=1+1+w+,.
, S

..,p)mod q BS (k—l+l+w+,..

.,p)modq)

...,p)modq )

...,p)modq ) A

A (k+1+l+w+,...p)modg B _ (k+1+I+w+,.
S ,U S
A (k+1++w+,..,p)modg B (k+1+I+w+,
S > Sy
A (k+1+1+w+,...p)modg B (k+1+I+w+,...
) s 8
A (k+1+1+w+,..,p)modg B (k+1+I+w+,
Sl H Sn—l
A (k+1+1+w+,..p)modg B _ (k+1+l+w+,..
Sm-1 > S
A (k+1+1+w+,..,p)modg B (k+1+I+w+,
Sm -1 b Sn—l
A (k+1++w+,..,p)modg B _ (k+1+l+w+,...
Sm-1 > S

HA (k+141+w+,..,p)mod g B _ (k+1+I+w+,..
Sm -1 b Sn—l

m=2

.p)modg ) (A (k-1+1+w+,.
So
.p)mod g ) (A (k=1+1+w+,..
So
.p)modg ) (A (k=1+1+w+,..
So
.,p)modq ) (A (k—l+l+w+,..
So
.p)modg ) (A (k=1+1+w+,..
Sm—2
,p)mod ¢ ) (A (k=1+1+w+,.
Sm—2
.p)modg ) (A (k-1+1+w+,.
m=2

dq ) (4
.p)mor q) s

(
1
-~-,p)m0dq) A (k1414w
Sy
(
)
(

A

L

1

k14 +w+,..
1

(

m-=
(k+1+1+w+,..
m-1

(k

m=

N

©

+H+[+w+,..

d y
.p)mo q) g

p)modq ) (4
.p)mor 4) sl

(
(
(
(
p)modg ) (A
(
(
(

-1

ext, (AXB)f —
olof 1oy

ext, (AXB)f —
akaltigyta

.,p)modq

PG
.,p)mod g BS(k 1+l +w+,..
.,p)modq (
.,p)modq

..,p)modq

AS(k—l+l+w+,..

.,p)modq) A g (etsisws...

k14 +w, ...

k+1++w, ...

1
(k+1+1+w+,...

ext, (AXB)

0 lp otrzymujemy nastgpujace przeksztalcenia:.

,p)modq A k+l+w+ ,p)modq B (k+l+w+,...,p)modq
Sy ,U S, ,H
...p)mod g ) (Asok+l+w+ .,p)mod ¢ ’BS’(lk_;l+w+,...,p)modq ) 0
U
.,p)mod g A _(k+l+w+,..,p)modq B _(k+l+w+,..,p)modgq
N | ST SR S
,...,p)modq ) (A (k+l+w+ ,p)modq B (k+l+w+,...,p)m0dq ) D
2 So s S, =[]
,p)modq A (k+l+w+ ,p)modq B (k+l+w+,...,p)modq |:|
S -2 s 8o ceey B
...p)mod g A (k+l+w+,..p)modg B _(k+I+w+,.,p)mod ¢ N
Sm -2 b Sn—2 |:|
,p)modq)(A (k+1+w+,...p)mod g 4 (k+l+w+,...,p)modq)
S -2 s 8o ce [
...p)mod g ) (A k+l+w+,..,p)modg B _(k+/+w+,..p)modq ) H
Sm -2 b Sn—2

..,p)modq BS(k 1+ +w+,...,p

> 99

b n 2

4 0

2 n=2

.,p)mod g Bs(k 1+l +w+,..

2

> -2

k=1+l+w+,..
) S(

.,p)mod g BS (k=1+1+w+,....p

4 n=2

b n—1

b n—1

Lp)mod g BS (k+1+1+w+,....p

> 1

,p)modq BS (k+1+l+w+,...,p

b n—1

Lp)mod g AS (k+H1+1+w+,....p

> 1

b n—1

kol w
00010,

ext, (AXB)f —
a,(l)(+qa,l[+qa.(‘;=+q

1+1+w+,...,p)mod ¢

k=1+1+w+,..

.,p)modq

(k 1+l +w+,....p

,p)modq B (k+1+l+w+,...,p
> 5

,p)mod ¢ BS(k+]+l+w+,..

,p)modq B (k+1+l+w+,...,p
> Sy

,p)modq BS (k+1+l+w+,...,p

,p)modq BS (k+1+l+w+,...,p

ext, AXB
f frna)

)mod q

-

)mod q

-

)mod q

-

Jmod ¢

)mod q

-

0

Jmod ¢

0,0, otrzymujemy przeksztatcenie, ktore juz poprzednio zostato wygenero-

)mod q

-

=]

5]

a
<

-p)

)mod q

-

)mod q

Jmod ¢

-

N

)mod q

Jmod ¢

-

)mod q
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ext, (A%B) _ ext,(A%B)
attigloy ..ol otoloy..of
ext, (A%B) — ext,(AxB)
otaltloy..af otlolay ..ol
.
.
extq(AXB)f _ extq(AXB)f ext, (A%B) ext, (A%B)
akol*oy . .ol at*ioloy ..ol otoloy*. ot otoloy..of
ext, (A%B) — ext, (A%B) ext, (A%B) ext, (A%B)
okalay* . .a? ottlalay ..ol otol*lay ..o otalay..of
.
extq(AXB)f — ext, (A%B) =extq(A><B) — :extq(AXB)
attioloy ..ol ota*iay . .ot otoloy*. ol otalay ..ottt
.
.
ext, (A%B) — ext, (A%B) =extq(A><B)f‘ — ext, (AXB)
ottaloy..a? okal*loy..a? otaloy™ ol " otaloy ..ol
.
extq(AXB)f _ extq(AXB)f _ ext, (A%B) _ _
k+qlow op kol+q w _p T e kol owhq  prqg T e T
oy ojoy ..o} oy, a0y ..of 4010y ..o}
ext, (A%B) __ext, (A%B) _ _ extq(AXB)f _ _
kol w ptqg k+q l+q w P e T ktq ol wtq prq T oeee T
ooy ..o 040, 0y ...0] oy 0(0y" ..o
extq(AXB)f __ext, (A%B) _ ext, (A%B) _ _
k+q l w _ptq k l+q wrq p T eee k oltq w _ptq T oees T
oy ojoy ..o} 040,70y ..o 040, 0y ..o}
extq(AxB)f _ _ extq(AXB)f _ _ extq(AXB)]( _ _
otolay*i ol " ottigltioyt ap T ottigltigy bt
ext, (A%B) _ _ ext,(AxB) _ _ ext,(AxB)
k 1+q —wtq prq T oeee T k+q 1 wtq prq T e T k+q l+q w+q P+q
040, 0)"..of 0y ooy ..of o, 0, oy o]
ext, (A%B)

S )
xo2
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HA S1(k+l+w+,...,p)modq ’BS1(k+l+w+,...,p)modq ) (AS
A (k+l+w+,...,p)modq B (k+l+w+,...,p)modq A
Sy > Sp-l §
aA S1(k+l+w+,...,p)modq ’BS1(k+l+w+,...,p)modq ) (AS
gA S1(k+l+w+,...,p)modq ’Bsﬁk_;rl+w+,...,p)modq ) (AS
§A Sr(nk_+-11+w+,...,p)modq ,le(k+l+w+,...,p)modq ) (AS
A (k+l+w+,...p)modg B (k+l+w+,...,p)modq)(A
Sm—l ) Sn—l N
A (k+l ooy dg B _(k+/ . d A
a Sr(n_+1+w+ p)mo q, S]( ++w+,...,p)mo q)( g
A (k+l+w+,...p)modg B (k+l+w+,...,p)modq)(A
H Sm—l > Sn—l N

k+l+w+,...,p)m0d q BS (k+l+w+,...,p)m0d q

( ) H
1 s 8 ceey
(k+l+w+,...,p)m0dq Bs(k+l+w+,...,p)m0dq ) I:l
1 H n-1

(k+l+w+,...,p)m0dq B (k+l+w+,...,p)m0dq O
A U8, o
(k+l+w+,...,p)m0dq B (k+l+w+,...,p)m0dq ) U
1 s n-1 R |:|
(k+l+w+,....p)modq B _ (k+I+w+,...,p)mod ¢ ) |
m—1 s 8 ceey 0
(k+l+w+,...,p)m0dq B (k+l+w+,...,p)m0dq ) 0
m-1 s Sn—l

(k+l+w+,...,p)m0dq A (k+l+w+,...,p)m0dq ) D
m—1 s 8 ceny |:|
k+l+w+,...,p)modq B (k+l+w+,...,p)m0dq ) H
m-1 H Sn—l
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N
Jak wynika z powyzszych rozwazaf dla kazdego stowa x . = (ofo’0g....,07 ) mozemy wygenero-
y powyzszy! g 0 0“1% 1 y WYg

wac tylko nastgpujace przeksztatcenia:

[m, n, q]- przeksztatcen

xt, (AXB) ext, (A%B) ext, (AXB)
e T S
B Ooxy 2 E
xt, (AXB) ext, (AxB) ext, (AXB)
De ! f 2 ! f020 ! f [m.n.q] D
0 001 g
0 opx 2 [
O U ,
I O q - przeksztalcen
0 0
0 0
[} 0
Uexr, (axB) ext, (AXB) ext, (AXB) O
Y S S A 0
00
olx, 2

Liczba przeksztatcen wynosi [m, n, q] xq.

Analogicznie dla stowa, x, = (O' ‘a.0),...,00 ) mozemy wygenerowac tylko nastgpujace prze-

ksztalcenia

[m, n, q]- przeksztalcen

xt, (AXB) ext,(A%B) ext, (A%B)
Be ! fal ! fU[O'() e f [m-;.q] B
g1 %
Bextq(AxB) ext, (AXB) ext, (A%B) B
f S o2, -+ S
(e} ag{ g
0 i 0o oy 2 0
[ [
i [0 q - przeksztatcen
[ [
| 0
0 [
Dext (AxB) ext, (AXB) ext, (AxB) D
[ ! faq ! faqao ! f [mag] []
O] I I olx 2 []

Liczba tych przeksztalcen wynosi réwniez [m, n, q] X q. A zatem otrzymujemy 2 [m, n, q] X q r6éznych
[—1

/{

przeksztatcen. Wynika stad, ze dla kazdego stowa card (I (ext . (A XB ) )D = 2[m, n, q] Xq. Zatem

otrzymujemy wzor 3.
C.B.D.O.

4. Izomorfizm pélgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatéw asyn-
chronicznych silnie spéjnych i ustalonych analogéw ich rozszerzen.
4.1. Izomorfizm pélgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatéw asyn-
chronicznych silnie spéjnych z klasy DFASC, [15]
Twierdzenie 4.

Niech A= (AS 2 M ) i B= (BS 2 PM ) beda automatami z klasyDFASC, takimi, ze
card (AS )> 2 i card (BS )> 2 oraz 2 :{O' 0,0 ‘} ; wtedy potgrupa charakterystyczna Hm)
sumy prostej automatow A 1 B jest izomorficzna z potgrupa charakterystyczng Rm) iloczynu
prostego automatéw A 1 B;

gdzie: card (*S) =m > 2; card (®*S) =n >2, m, n liczby naturalne m > n; card == 2;
X9 = 0y O1, X1- 01 Oy, [m, n] —najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ liczb m, n, patrz [13].
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Dowéd.
Wiadomo z [8] jak roéwniez z rozwazan wprowadzajacych niniejszej pracy ze:
na zbiorze ZD zdefiniujemy relacje:

X R y wtedy i tylko wtedy, gdy U M (s,x)=M (s,p).
Relacja R jest relacja rownowaznosci (relacja Myhilla). Klasg¢ rownowaznosci zawierajaca element
x U zDoznaczaé bedziemy x , a zbior wszystkich klas rownowaznosci oznaczaé bedziemy 7 . Zbior 1
tacznie z operacja (o), gdzie x o y =xy tworzy potgrupe (odpowiednio monoid), zwana potgrupa
charakterystyczng (odpowiednio monoidem charakterystycznym). Potgrupe charakterystyczna
automatu A oznaczaé bedziemy I(A).

W twierdzeniach 1 1 2 [14] wykazano réwnoliczno$¢ rozwazanych polgrup
charakterystycznych dla sumy prostej i iloczynu prostego automatow
Teraz dowodzimy wlasnos¢ izomorfizmow:

niech (¢l; 1(/1 OB)I. 1(4xB)

niech ¢(x) =x (def.1)
Z rozwazan wprowadzajacych [8] wynika ze ¢ (}) =f (def.2)
Ug [, =M (s,x), gdzie x jest dowolnym reprezentantem klasy x (def.3)

Aby wykazaé, ze ¢ jest izomorfizmem potgrupy charakterystycznej, nalezy sprawdzié:

(1) ¢(xf1 ° g) = ¢(R) = XX, =X, 0X, = (I)(x1 )o ¢(g) (zachowana operacja)

i) @(c)=¢(x) O zder2 Wiy =y o Gon)p = o),

z def .3 DSmADBSM(s,xl)IM(S,xZ) e x =2x,0 x1 =x2
azatem ¢ jest ,,1+1”
(i) ¢(}) = x jest oczywiscie ,,na”.
Na podstawie twierdzenia 1 i1 2 [14] wykazano rownolicznos¢ ( taki sam zbior przeksztalcen)
odpowiednich polgrup charakterystycznych dla sumy prostej i iloczynu prostego automatow

DFSC,.
C.B.D.O.

4.2. Izomorfizm polgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatéow asyn-
chronicznych silnie spéjnych z klasy EXT DFASC,; [15]
Twierdzenie 5.

Niech ext, (A 0 B) = (m” (ADB)S, 3, (ADB)M) iext, (A X B) = (m” (AXB)S, ¥, (AXB)M) beda rozsze-
rzeniami zwiazanymi z izomorfizmami g°, g' ... g% sumy prostej A B = ((ADB)S 2, (“oB)pr ) i
iloczynu prostego A X B = ((AXB)S, Z,(AXB)M) automatow A = (AS, Z,AM) i B= (BS, Z,BM) z
klasy DFSC, takimi, ze card (AS ) >2 icard (BS ) >2 oraz 2 = {0 0,0 } ; wtedy potgrupa charak-

y +—\

terystyczna / ((ext g (A UB ))D) ustalonego analogu rozszerzenia sumy prostej automatow A i B jest

/ \

izomorficzna z potgrupa charakterystyczng / ((ext . (A x B ))D) ustalonego analogu rozszerzenia iloczy-

nu prostego automatow A i1 B.

Dowad.

W twierdzeniu 1 [16] i twierdzeniu 2 [17] i wykazano réwnoliczno$¢ odpowiednich potgrup charakte-
rystycznych ustalonych analogéow rozszerzenia dla sumy prostej i iloczynu prostego automatow:

niech ¢ :/ (extq (A 0 B))D - 1 (extq (A X B))D

niech ¢ (}) =x (def.1)
Z rozwazah wprowadzajacych [3] wynika ze ¢ (})fm" (A)fx (def.2)
SD“tq e (leq (A))DfYD - MD(S’ x) (def,3)
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gdzie:

(E.X t

x jest dowolnym reprezentantem z klasy x, a () fxD jest przeksztalceniem ustalonego analogu

rozszerzenia stanowego automatu A zwiazanego z izomorfizmami stanowymi g°,g',...,g?".
Aby wykaza¢, ze ¢ jest izomorfizmem potgrup charakterystycznych nalezy udowodnic, ze:

i @l ox)=0lex,)=xx, =x ox, =9(x)o(x,) (zachowana operaca)
(ii) ¢(;1)= ¢(;) 0 z def 2 extq(AXB)fxl =extq(AXB)fx2 - extq(ADfol :exzq(ADB)fx2 §

. def'3(extq(ADB))_‘fxlD:(extq(ADB))_'fxzD oo

sO

exrq(AﬂB)SnMD(Sa xl): MD(S, xz) =

- x =x, 0 x =x,
azatem @ jest ,,1+1”

(iii) ¢(;c) = X jest oczywiscie ,na”.
Na podstawie twierdzenia 1 [16] i twierdzenia 2 [17] wykazano rownolicznos¢ ( taki sam zbior

przeksztatcen) dla odpowiednich potgrup charakterystycznych iloczynu prostego i sumy prostej auto-
matdéw z klasy EXT DFASC,.
C.B.D.O.
4.3. Izomorfizm polgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatéw asyn-
chronicznych silnie spdjnych z klasy EXT DFASC, dla kazdego slowa z jezyka

st =(o,00,)
Twierdzenie 6.
Niech ext, (A 0 B) = (m" (ADB)S, >, (ADB)M) i ext, (A X B) = (m" (AXB)S, 3, (AXB)M) beda roz-
szerzeniami zwiazanymi z izomorfizmami g’, g' ... g%' sumy prostej 40 B = ((ADB)S , Z,(ADB)M ) i

iloczynu prostego AX B = ((AXB)S,Z,(AXB)M) automatow A = (AS,Z,AM) i B= (BS,Z,BM) z
klasy DFSC, takimi, ze cam’(AS)> 2 i card(BS)> 2 oraz ' = (00 0 01) +; wtedy poétgrupa

y r—\

charakterystyczna [ «extq (A 0 B))D) ustalonego analogu rozszerzenia sumy prostej automatow A i

Vi \

B jest izomorficzna z potgrupa charakterystyczna / ((ext . (A xB ))D) ustalonego analogu rozszerzenia

iloczynu prostego automatow A i B.

Dowéd.

W pracy [17] twierdzenie 3 przedstawiono ztozonos¢ potgrupy charakterystycznej sumy prostej auto-
matow asynchronicznych silnie spojnych i ustalonych analogéow ich rozszerzen dla kazdego stowa z

jezyka Y = (G o ]) +. W pracy twierdzenie 3.3. przedstawiono ztozono$¢ potgrupy charaktery-
stycznej iloczynu prostego automatdéw asynchronicznych silnie spdjnych i ustalonych analogéw ich

rozszerzen dla kazdego stowa z jezyka 5 * = (O' o 1) "
Dowdd na izomorfizm tych poélgrup jest analogiczny jak dowod z twierdzenia 4.2.

5. Whnioski

Definicje relacji rownowazno$ci Myhilla na zbiorze stanéw automatu oraz potgrupy
charakterystycznej automatu pozwolity wydoby¢ zen mozliwos$ci obliczeniowe . Tak wigc na automat
spojrze¢ mozna zarowno pod katem widzenia systemu algebraicznego o charakterze strukturalno
jezykowym, jak i modelu obliczen.

Wziawszy pod uwage iz potgrupa charakterystyczna okresla zdolnos¢ do przetwarzania in-
formacji, zas sumg prosta i iloczyn prosty mozna uwazac za realizacj¢ — odpowiednio sekwencyjnych
i rownoleglych obliczen uzyskane rezultaty oznaczajg iz owa zdolno$¢ nie zalezy od realizacji se-
kwencyjnej lub rownolegtej (taka sama liczba klas abstrakcji odpowiednich potgrup charakterystycz-
nych)

Dalsze prace powinny by¢ kontynuowane przy wyznaczaniu zlozonosci potgrup charaktery-
stycznych automatdéw asynchronicznych spdjnych. Szczegdlowe rozpatrywanie klas automatow asyn-
chronicznych silnie spdjnych i spdjnych wynika z powszechnego stosowania tych klas automatow w
realizacjach technicznych cyfrowych uktadow sterujacych. Wykorzystujac teori¢ automatow mozemy
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oszacowac lub obliczy¢ zlozono$¢ potgrup charakterystycznych automatéw. Ma to istotny wplyw na
oszacowanie ztozonos$ci programow i czasu wizualizacje standw automatow. Wykorzystujac narzedzia
programistyczne PsoC Expres mikrosystemu cyfrowego mozemy przedstawi¢ model sterowania
pojazdu szynowego w postaci grafu automatu (maszyny stanowej) i realizowac program w oparciu o
sporzadzony wczesniej graf automatu. Umozliwia to analizg graficzna zjawisk podczas symulacji
sterowania pojazdem szynowym. Mikrosystemy cyfrowe stosowane sa obecnie do sterowania
hamulcéw (tablic pneumatycznych) w lokomotywach i jednostkach elektrycznych.
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