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Złożoność półgrupy charakterystycznej iloczynu prostego  
automatów asynchronicznych silnie spójnych i ustalonych analogów 

 ich rozszerzeń dla każdego słowa z języka ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ  

Niniejsza publikacja kontynuuje cykl artykułów [6,7,8,9,12,14,15,16,17] dotyczący 
złożoności obliczeniowej półgrupy charakterystycznej automatów asynchronicz-
nych silnie spójnych i ustalonych analogów ich rozszerzeń. W projektowaniu ste-
rowania pojazdów szynowych wykorzystuje się coraz częściej mikrosystemy cyfro-
we dorealizowania sterowania inteligentnego, rozproszonego. W mikrosystemach 
cyfrowych tworzenie oprogramowania możliwe jest z wykorzystaniem maszyny sta-
nowej (automatu),któryumożliwia tworzenie oprogramowania w oparciu o sporzą-
dzony wcześniej graf automatu. Umożliwia to analizę pracy mikrosystemu cyfro-
wego w pojazdach szynowych i oszacowanie złożoności obliczeniowej pólgrup cha-
rakterystycznych automatów. Ma to istotny wpływ na złożoność czasową obliczeń, 
jak również wielkości pamięci, potrzebnej do rozwiązania problemu. 
Artykuł powstał w wyniku realizacji projektu badawczego MN i SzW  nr N N509 
398236  „Mikrosystemy cyfrowe do inteligentnego, rozproszonego i współbieżnego 
sterowania pojazdami szynowymi.” 

1. Wstęp 
 
 Maszyna o skończonej liczbie stanów FSM 
(Finite State Machine – Skończona Maszyna Stanowa, 
lub automat cyfrowy) jest jednym z modeli opisują-
cym zachowanie systemów sterowania, w którym 
chwilowe działanie systemu jest w sposób naturalny 
reprezentowane w formie stanów i przejść między 
nimi. W teorii automatów rozważa się pewne abstrak-
cyjne modele układów cyfrowych, to znaczy elemen-
tów i układów pracujących w dyskretnych chwilach 
czasu, przy czym sygnały mają skończoną liczbę war-
tości. Teoria automatów będąca teoretycznym rozwi-
nięciem układów logicznych – jest skutecznym narzę-
dziem, umożliwiającym formalne projektowanie zło-
żonych układów cyfrowych z zastosowaniem standar-
towych układów elementarnych. 
 Rozwój teorii automatów był stymulowany 
przez dwie uzupełniające się tendencje: 
a.) konstruowanie modeli bliżej związanych ze 

współczesnym sprzętem i oprogramowaniem, 
b.) znajdowanie poprawnych narzędzi matematycz-

nych (języka matematycznego), przy pomocy 
którego można wyrazić procesy obliczeniowe o 
dużej różnorodności. 

 Algebraiczna teoria automatów jest z jednej 
strony teoretycznym uogólnieniem teorii układów 
logicznych, z drugiej strony może być traktowana jako 
dział algebry.  

Z postaci abstrakcyjnej, w procesie syntezy, można 
je przekształcić w schemat logiczny, wzrastające co do  

wielkości i złożoności problemy w informatyce, opro-
gramowanie lub ich kombinację. Tym samym uczy 
teoria automatów jak koncepcyjnie i obliczeniowo 
rozważać wzrastające co do wielkości i złożoności 
problemy w informatyce. 

Rozwój teorii automatów związany jest ze wzro-
stem znaczenia techniki komputerowej w różnych 
gałęziach przemysłu, jak również z doskonaleniem 
metod analizy i syntezy cyfrowych układów sterowa-
nia z uwzględnieniem skali scalania i złożoności funk-
cjonalnej  
podzespołów cyfrowych. Ten ostatni czynnik miał 
szczególny wpływ na rozwój teorii automatów zmien-
nych w czasie, bowiem automat zmienny w czasie jest 
adekwatnym modelem dla wielu procesów technicz-
nych i obliczeniowych czasu rzeczywistego. Dlatego 
też interesujące są takie realizacje automatu, które z 
jednej strony symulują pracę kilku automatów za po-
mocą  jednego automatu zmiennego w czasie, a z dru-
giej strony są niezależne od aktualnego stanu techno-
logii bądź uwzględniają jej najnowsze trendy. 
 W zakresie teorii automatów zmiennych w 
czasie pojawiło się szereg opracowań  [19,20,21, 
22,25,27,28,29,30]. Wyniki dotyczące spójności i 
silnej spójności [5,26,29,30], rozszerzeń automatów 
[5,27,29,30] oraz funkcji zachowujących operacje 
[5,18,21,22,28,29,30], miały istotny wpływ na poszu-
kiwanie złożoności półgrup charakterystycznych au-
tomatów, które stosunkowo prosto opisują niektóre  
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własności automatów. Problemy półgrup charaktery-
stycznych automatów przedstawiono w pracach 
[22,27,28,29,30]. W pracach [28,29,30] opisano bada-
nie właściwości półgrupy charakterystycznej automatu 
silnie spójnego, a także półgrupy charakterystycznej 
ustalonego analogu różnych sum okresowych związa-
nych z izomorfizmami stanowymi. 

Algebraiczna teoria automatów jest dynamicznie 
rozwijającą się teorią, która z jednej strony jest teore-
tycznym uogólnieniem teorii układów logicznych, z 
drugiej strony może być traktowana jako dział algebry 
[1,3,19,22,24,30]. Pojęcia z algebry w postaci sforma-
lizowanej są analizowane i przekształcane do postaci 
dogodnych do optymalizacji. 
 Od wielu lat jesteśmy świadkami intensywne-
go rozwoju teorii automatów, szczególnie algebraicz-
nej teorii automatów rozwijanej na gruncie teorii pół-
grup [4,27,28,29,30]. Definicja relacji równoważności 
Myhilla na zbiorze stanów automatu oraz półgrup 
charakterystycznych automatu pozwoliły wydobyć zeń 
możliwości obliczeniowe. Dekompozycja półgrup 
pozwala wprowadzić pojęcie automatów niereduko-
walnych, z których można złożyć wszystkie pozostałe 
automaty. 
 Półgrupa charakterystyczna jest szczególnie 
istotnym pojęciem w teorii automatów; jest nośnikiem 
ważnych informacji i określa zdolność do przetwarza-
nia informacji. Ma to bezpośrednio ważkie konse-
kwencje praktyczne w sferze projektowania optymal-
nych układów logicznych.  

Dla badań złożoności półgrupy charakterystycznej 
automatów ważne są następujące motywacje: 

a) w ogólnym przypadku półgrupa charaktery-
styczna posiada  nn  elementów, dlatego inte-
resujące jest pokazanie klasy automatów, któ-
re posiadają wielomianową zależność liczby 
elementów półgrupy charakterystycznej od 
liczby stanów 

b) półgrupa charakterystyczna, zgodnie z 
[28,29,30], ingeruje w algorytm obliczeniowy 
uogólnionych homomorfizmów automatów, 
zatem wyznaczanie złożoności półgrupy cha-
rakterystycznej pozwala na oszacowanie zło-
żoności uogólnionych homomorfizmów au-
tomatów 

c) algorytm obliczeniowy uogólnionych homo-
morfizmów automatów stanowi rozwiązanie 
problemu wyznaczania automatu, który „ma 
możliwość” drugiego automatu. 

W publikacjach [6,7,8] przedstawiono między innymi 
wyniki na złożoność półgrup charakterystycznych 
iloczynu prostego automatu DFASC2 (deterministic 
finite asynchronous strongly connected) i EXT 
DFASC2 (deterministic finite asynchronous strongly 
connected extensions) dla słowa z alfabetu dwulitero-
wego. Dla tej klasy automatów przeprowadzono 
uproszczony dowód na złożoność półgrupy charakte- 

rystycznej iloczynu prostego automatu dla słów 

011100 ; σσσσ == xx . 
 W celu przeprowadzenia dowodu tw.3 na zło-
żoność półgrup charakterystycznych iloczynu prostego 
automatów z klasy EXT DFASC2 dla każdego słowa z 

języka ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ , należy przeprowadzić pe-
łen dowód, na złożoność półgrup charakterystycznych 
iloczynu prostego automatu z klasy EXT DFASC2 dla 
słowa 011100 , σσσσ == xx . 
W pracach [14,16] przeprowadzono dowody na złożo-
ność półgrup charakterystycznych iloczynu prostego 
automatu z klasy DFASC2 i EXT DFASC2  dla słowa z 
alfabetu dwuliterowego. 

W pracy przeprowadzono także dowód na zło-
żoność półgrup charakterystycznych automatu z klasy 
EXT DFASC2 dla każdego słowa z języka 

( ) ++ ∪=∑ 10 σσ (tw. 3)  
 Ze względu na zrozumienie dowodu tw. 3 
przedstawiono także dowody tw. 1 [14] i  
tw. 2 [16]. Przedstawiono także dowody na izomor-
fizm półgrup charakterystycznych sumy prostej i ilo-
czynu prostego automatów asynchronicznych silnie 
spójnych i ustalonych analogów ich rozszerzeń [15]. 

2. Rozważania wprowadzające 
Relację YXR ×⊆  nazywamy funkcją, gdy dla 

każdego Xa ∈   istnieje dokładnie jeden element 
Yb ∈  taki że  bRa . Zbiór X jest nazywany zbio-

rem określoności, a zbiór Y zbiorem wartości funkcji. 
Funkcja  f  jest 11÷  (różnowartościowa, jednoznacz-
na), gdy   21 aa ≠  implikuje, że ( )( )21) afaf ≠ . 

Funkcja jest „na ”, gdy   
( ){ }XaafbbY ∈== ,: . Grupoidem nazywamy 

parę uporządkowaną ( )o,S  gdzie: S niepusty zbiór, 
( )o  operacja binarna na zbiorze stanów S. Operacją 
binarną na zbiorze S nazywamy przekształcenie nie-
pustego podzbioru zbioru ( )SS ×  w zbiór S. Binarną 
operacją ( )o  na zbiorze S nazywamy łączną (asocja-
tywną), jeśli ( ) ( )cbacba oooo =  dla wszystkich 

Scba ∈,, . Półgrupą nazywamy taki grupoid ( )o,S , w 
którym operacja ( )o  jest asocjatywna. Niech Σ będzie 
dowolnym zbiorem niepustym. Zbiór Σ będziemy 
nazywali alfabetem, a jego elementy literami. Słowem  
x  w alfabecie Σ nazywamy dowolny ciąg liter alfabe-
tu, napisanych obok siebie, a długością słowa (ozna-
czoną przez x ) nazywamy liczbę tych liter σ. 
 Skończonym automatem zdeterminowanym 
bez wyjść nazywamy uporządkowaną trójkę 
( )MS ,,Σ , gdzie: 

14



POJAZDY SZYNOWE  NR  1/2011

S–skończony, niepusty zbiór stanów,  
Σ–skończony, niepusty zbiór wejść,  
   SSM →Σ×: : jest funkcją przejść. 
 Symbolem +∑  oznaczać będziemy przeli-
czalny nieskończony zbiór ciągów o skończonej dłu-
gości, utworzony z elementów zbioru Σ. Zbiór +∑  
razem z operacją konkatenacji (operacja połączenia 
dwóch słów, polegającą na napisaniu ich obok siebie 
w celu otrzymania nowego słowa), tworzy półgrupę 
wolną zwaną półgrupą wejściową. Symbolem ∗∑  
oznaczać będziemy monoid wejściowy, czyli 

λ∪Σ=Σ +∗ , gdzie λ jest ciągiem pustym.  
Funkcję M rozszerzamy do obszaru określoności 

+Σ×S  w podany poniżej sposób: niech: ( )xsM ,  
będzie zdefiniowane, wtedy: 

( ) ( )( )σσ ,,,, xsMMxsM =  dla każdego 
Σ∈Σ∈∈ + σ,, xSs . 

Na zbiorze ∗∑  zdefiniujemy relację: 
xRy  wtedy i tylko wtedy, gdy 

( ) ( )yxMxsMSs ,, =∀ ∈ .  
R jest relacją równoważności (relacja Myhilla). 

Klasę równoważności zawierającą element 
∗Σ∈x oznaczać będziemy x , a zbiór wszystkich klas 

równoważności oznaczać będziemy I . Zbiór I  łącz-
nie z operacją ( )o , gdzie xyyx =o  tworzy półgrupę 
(odpowiednio monoid), zwaną półgrupą charaktery-
styczną (odpowiednio monoidem charakterystycz-
nym). Półgrupę charakterystyczną automatu  A  ozna-
czać będziemy )(AI .  
Dla automatu ( )MSA ,,Σ=  definiujemy automat 
charakterystyczny  ( )( )MAISA ,,= , gdzie funkcja 
przejść M  jest zdefiniowana następująco: 

( ) ( )xsMxsM ,, = . 
 Składnikiem autonomicznym automatu 

),,( MSA ∑=  nazywamy automat { } ),,( xx MxSA =  

gdzie  xMix ∗∑∈   jest ograniczeniem  

{ }xSdoM × . 

 Dla każdego ∗Σ∈x  definiujemy przekształcenie  
fx  zbioru S  w siebie, gdzie :  

( ) ( )xsMsfx ,= , dla każdego Ss ∈ . Przekształcenie 
fx  jest implikowane przez  x. Zbiór przekształceń 
zbioru S w siebie implikowanych przez wszystkie 
elementy z  Σ będziemy oznaczać symbolem JJ .  ze 
względu na operację superpozycji, jest zbiorem gene-
ratorów pewnej półgrupy. 
Półgrupa F  jest antyizomorficzna z I ponieważ: 

             ( ) ,,: xfxFI =→ ϕϕ  

 gdzie  IxIx ∈∈ ,  przy czym: 

(i)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyfffxyyx xyxy ϕϕϕϕ ====o      
(brak zachowania operacji) 

(ii)  
( ) ( ) ( )

( ) yxxRyxsM

xsMffyx Ssyx

=⇒⇒=

=∀⇒=⇒= ∈

,

,ϕϕ
,  

a zatem  φ  jest, „ 11÷ ”  
(iii)  ( ) ( ) ( ) xxx fxfxfx 111 −−− =⇒=⇒= ϕϕϕϕϕ , a 
zatem  φ  jest „na”. 
Automat można zatem zdefiniować jako parę ( )JS , , 
a automat charakterystyczny automatu ( )JS ,  jako 
parę ( )FS , . 

 Automat ( )MSA ,,Σ=  jest silnie spójny 
wtedy i tylko wtedy, jeśli dla każdej pary ( )21, ss  sta-
nów automatu A  istnieje element  x  z  półgrupy wej-
ściowej taki, że  

( ) 21, sxsM = . 
 Automat ( )MSA ,,Σ=  będziemy nazywać asyn-
chronicznym wtedy i tylko wtedy gdy, dla każdego  

Σ∈∈ σiSs   zachodzi ( ) ( )σσσ ,, sMsM = . 

 Automat ( )MSA ,,Σ= jest zupełny, jeśli jego 
funkcja przejścia jest zupełna. 
 Automat ( )MSA ,,Σ=  jest w pełni określony, 
jeśli jego funkcja przejść jest w pełni określona. 

 Niech  ( ) ( )MSBiMSA BBAA ,,,, Σ=Σ=   będą 

automatami deterministycznymi. Funkcję  BAf →:   
jest rozumiana jako funkcja przekształcająca  

SwS BA  . Funkcja 

BAf →:  nazywamy homomorfizmem (zachowuje 
operacje), jeżeli:  

 ( )( ) ( )( )σσ ,, sfBMsMf A = , dla każdego. 

Σ∈∈ σiSs   

 Jeżeli  BAf →:  jest „ 11÷ ” i „na” oraz 
zachowuje operacje, to f nazywamy izomorfizmem.  
 Homomorfizmem uogólnionym automatu  

BwA  nazywamy parę przekształceń  ( )21, ff  ta-

kich, że:  ∗∗ ∑→∑→ BwABwA fSSf :,...,: 21 ,  
oraz 

))(),(()),(( 211 xfsfMxsMf BA =   dla każdego  
∗∑∈∈ AA xSs , .  
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 Niech 2≥q  i ( )000 ,, MSA ∑=  będzie automa-
tem oraz niech, 

( ) ( ),,,...,,, 111111 −−− ∑=∑= qqq MSAMSA  będą 
obrazami izomorficznymi  związanymi z izomorfi-
zmami stanowymi  

)(),...,( 121101 −−− →∈→∈ qqq AAIzgAAIzg . 
Rozszerzeniem q automatu A0 związanym z izomorfi-
zmami stanowymi 110 ,...,, −qggg  nazywamy trójkę 

uporządkowaną  ( ) ( ) ( )( )MSAext AextAext
q

qq ,, ∑=   
gdzie: 

( ) ( ) ( )

( )1,1,0,

110

,...,,

;,...,,

−

−

=

==

qqqq

qAextqAext

MMM

MSSSS qq

  

1,...,1,0;: −=→ qiSSg ii      

{ } { }i
n

iii
n sssSsssS 110110 ,...,,;,...,, −− ==  

natomiast    ( ) 1,...,1,0; −== njsgs j
ii

j        

  Ustalonym analogiem rozszerzeni 
),,( MSAextq ∑=  automatu ( )MSA ,,∑=  

związanego z izomorfizmami 110 ,...,, −qggg  jest trój-
ka uporządkowana 

( )( ) ( ) ( )( )∗∗∗
∑= MSAext AextAext

q
qq ,,   gdzie:  

 

( )

( ) ( ) ∗∗∗

−
=

∗

→Σ×

=

SSMa

SS

AextextAext

iq
i

Aext

qqq

q

:

;1
0U

;  

jest funkcją przejść zdefiniowaną dla dowolnych 
iSs ∈ , jak następuje ( ) ( ) ),(, , σσ sMsM iqAextq =∗ . 

Iloczyn prosty automatów 

( )MSBiMSA BBAA ,,,, ∑=∑=  jest trójką 

uporządkowaną ( ) ( )( )MSBA BABA ×× ∑=× ,, , gdzie  
( ) SSS BABA ×=× ;  
( ) ( ) ( )SSM BABABA ××× ∑→×: , a funkcja przejść jest 
zdefiniowana jak następuje 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )σσσ ,,,,, sMsMssM BBAABABA =× . 
Dla wszystkich przedstawionych rozważań 

{ }10 ,σσ=∑ , 

wprowadzamy 011100 , σσσσ == xix , dla których  

( ) ( )
101010

, σσσσ ffffff xx == . Dla dowolnego 
∗∑∈x  zdefiniujemy przekształcenie  

SSf w
x →:   określone jak następuje: 

),()( xsMsfxSs =∀ ∈  gdzie: dla   σ'xx =  mamy    

))(()()( '' sffsfsf xxxSs σσ ==∀ ∈ . 

3. Złożoność półgrupy charakterystycznej iloczynu 
prostego automatów asynchronicznych silnie 
spójnych i ustalonych analogów ich rozszerzeń 

3.1. Złożoność półgrupy charakterystycznej iloczy-
nu prostego automatów z klasy DFASC2 [14] 

Twierdzenie 1.  

Niech ( ) ( )( )MSBA BABA ×× ∑=× ,,  będzie iloczynem 
prostym automatów ( )MSA AA ,,∑=  i 

( )MSB BB ,,∑=  z klasy DFASC2; wtedy półgrupa 
charakterystyczna ( )BAI ×  iloczynu prostego auto-
matów  BA×  ma własność: 

( )( ) [ ]nmBAIcard ,2=×   (1) 
gdzie: card (AS) = m > 2;  card BS = n > 2; m, n liczby 
naturalne m > n;  card Σ= 2;    
x0 = σ0 σ1;  x1 = σ1 σ0;   [m, n] – najmniejsza wspólna 
wielokrotność liczb m, n, patrz [13]. 

( )
n

dm
k 0

0
−

= , gdzie: d0 – reszta z dzielenia liczb m, 

n;   b0 = n – d0.   

Dowód. 
Na rys.1. przedstawiono automaty A   i   B  z klasy 
DFASC2. Zbiory stanów automatów A i B  
są następujące:  { }1210 ,,...,, −−= m

A
m

AAAA ssssS  ;         

{ }1210 ,,...,, −−= n
B

n
BBBB ssssS  

Wiadomo, że iloczyn prosty zbiorów stanów automa-
tów A i B wynosi: 

Rys. 1.  Automaty A   i   B  z klasy DFASC2 
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Po przekształceniu zbioru uporządkowanych par stanów automatów A i B pod wpływem lite-

ry 0σ otrzymujemy:
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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gdzie:  d0 =m – k0 n ;  b0 =n – d0 .  

Po 20
nk  – krotnej konkatenacji słowa 0x  otrzymujemy: 

( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )





















=

−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

×

222222

222222

020200

020200

,,,...,,,

,,,...,,,

,...,,,,...,,,

,,,,...,,,,

0000

0000

0000

0000

20
0

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

n
B

dm
A

B
dm

AB
dm

AB
dm

AB
dm

A

B
dm

AB
dm

AB
dm

AB
dm

A

x

BA

ssssssss

ssssssss

ssssssss

ssssssss

f nk  

Po nk0  – krotnej konkatenacji słowa 0x  otrzymujemy: 
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy:  
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ff BA
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nm

×× =  

Identyczną liczbę przekształceń uzyskujemy rozpoczynając przekształcenie zbioru uporządkowanych 

par stanów automatów A i  B pod wpływem 
[ ]

2
,nm

 krotnej konkatenacji  słowa 011 σσ=x . Zatem 

otrzymujemy wzór  (1). 
                                                                                                                                    C.B.D.O. 

3.2. Złożoność półgrupy charakterystycznej iloczynu prostego automatów z klasy 
       EXT DFASC2 [16] 
Twierdzenie 2. 
Niech  ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ×× ∑=× ,,  będzie rozszerzeniem stanowym związanym 

z izomorfizmami g0, g1,..., gq-1 iloczynu prostego ( )MSBA BABA ×× ∑=× ,,  automatów 
( )MSA AA ,,∑=   i  ( )MSB BB ,,∑=  z klasy DFASC2 ; wtedy półgrupa charakterystyczna  

( )( )∗× BAextI q ustalonego analogu rozszerzenia ma własność: 

( ) ( )( ) [ ] qqnmBAextIcard q ×=× ∗ ,,2                                                                                 (2) 
gdzie:  card (AS) = m > 2; card (BS) = n >2; m, n liczby naturalne m > n;  card Σ= 2;    
x0 = σ0 σ1;  x1 = σ1 σ0;   [m, n] – najmniejsza wspólna wielokrotność liczb m, n, patrz [13]. 
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Dowód. 
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Po przekształceniu pod wpływem 0σ  uporządkowanych par stanów rozszerzenia stanowego iloczynu 
prostego A i B otrzymujemy 

( ) =×
0σf

BAextq
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
















−−−−−−−−

−−−−−−

−−

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

,,,,...,,,,,,

,,,...,,,,,...,,,,

,...,,,,,,,,,...,,,,

n
B

m
A

n
B

m
AB

m
AB

m
A

n
B

m
A

n
B

m
AB

m
AB

m
A

n
BA

n
BA

BABA
n

BA
n

BABABA

ssssssssss
ssssssssss
ssssssssssss

 

. 

. 

. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
















−−−−−−−−

−−−−−

−−

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
2

0
1

0
1

0
1

0
0

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1

,,,,...,,,,,,

,,,...,,,,,...,,,,

,...,,,,,,,,,...,,,,

n
B

m
A

n
B

m
AB

m
AB

m
A

n
B

m
A

n
B

m
AB

m
AB

m
A

n
BA

n
BA

BABA
n

BA
n

BABABA

ssssssssss
ssssssssss

ssssssssssss

 

Po q – krotnej konkatenacji 0σ otrzymujemy: 
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Po (q+1) – krotnej konkatenacji litery 0σ otrzymujemy: 
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Rys. 2. Ustalone analogi ((extq(A))*  i  ((extq(B))* automatów A  i  B  
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Z kolei pod wpływem słowa 100 σσ=x otrzymujemy: 
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy: d0 = m – k0 n ;      b0 = n – d0 
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy: 
d1 = m – b0 – k0 n ;  b1 = n – d1 
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są analogiczne. Z przytoczonych powyżej rozważań opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej 
wspólnej wielokrotności dwóch liczb oraz uwzględniając definicję rozszerzenia stanowego automatu z 
klasy EXT DFASC2 wynika, że liczba dotychczas wygenerowanych przekształceń wynosi  [ ]nmq , . 
Niech [m, n] = m w = p. Z przytoczonych rozważań opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej 
wspólnej wielokrotności dwóch liczb [13] oraz uwzględniając definicje rozszerzenia automatu 
asynchronicznego silnie spójnego wynika, że liczba dotychczas wygenerowanych przekształceń 

wynosi  p  . Wtedy po 
2
p

– krotnej konkatenacji słowa otrzymujemy:   
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania najmniejszej wspólnej wielokrotności, dla trzech liczb [m, 
n, q] = [[m, n],q] = [p, q], gdzie  p = [m, n], patrz[13]: 
k1 -  całkowita wielokrotność liczby p  w  q;          q > p 
d0,0 = q – k1p,                                     b0,0 = p – d0,0 ,    
d1,1 = q – b0,0 – k1p,                            b1,1 = p – d1,1 
. 
. 
. 
dt-2,t-2 = q  – bt-3,t-3 – k1p                    bt-2,t-2 = p – dt-2,t-2 
dt-1,t-1 = q – bt-2,t-2 – k1p = 0 
[m, n, q] = [p, q] =[[m, n], q] =  q t  
W przypadku gdy  dx < 0; gdzie 0 < x < t–1, to w miejsce bx wpisujemy bezwzględna wartość liczby 
dx  i obliczenia kontynuujemy dalej. 
Gdy  p > q  to d0,0 = p – k1 q ,           b0 = q – d0,0  i dalej postępujemy analogicznie. 
Dowód przeprowadzamy zakładając, że pq > . 

Po 
21
pk  – krotnej konkatenacji słowa 0x  otrzymujemy:           
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Po k1 p – krotnej konkatenacji słowa otrzymujemy: 
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n, q]: 
d1,1 = q – b0,0  – k1 p     ;    b1,1 = p – d1,1 

Po 
2
qt - krotnej konkatenacji słowa 0x otrzymujemy: 
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gdzie: zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n, q]: 
dt-1,t-1 = q – bt-2,t-2 – k1 p = 0. 
Dla dt-1,t-1 = 0 możemy napisać przekształcenie ( )
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Z przedstawionych powyżej rozważań opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej wspólnej wie-
lokrotności wynika, że liczba dotychczas wygenerowanych przekształceń wynosi 
[m, n, q]. Dla pozostałych przekształceń otrzymujemy: 
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Stąd liczba wykonanych przekształceń jest równa q[m, n, q]. 
Identyczną liczbę przekształceń uzyskamy rozpoczynając przekształcenie zbioru uporządkowanych 
par stanów rozszerzenia stanowego iloczynu prostego automatów A i B pod wpływem litery σ1 zatem 
otrzymujemy  wzór  (2).  
                                                                                                                                 C.B.D.O. 

3.3. Złożoność połgrupy charakterystycznej iloczynu prostego automatów z klasy  
       EXT DFASC2 dla każdego słowa z języka ( )++ ∪=Σ 10 σσ  
Twierdzenie 3. 
Niech ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ×× ∑=× ,,  będzie rozszerzeniem stanowym związanym z izo-

morfizmami g0,g1,...,gq-1 iloczynu prostego ( )MSBA BABA ×× ∑=× ,  automatów ( )MSA BA ,,∑=  i  
( )MSB BB ,,∑=  z DFASC2 takim, że:   

card(AS) = m >2,  card(BS) = n >2, 2)( =∑card ; q – stopień rozszerzenia; wtedy dla każdego słowa z 

języka ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ  półgrupa  charakterystyczna ( ) )( )∗× BAextI q  ustalonego analogu roz-
szerzenia ma własność: 

) )((( ) [ ] qqnmBAextIcard q ×=× ∗ ,,2                                                               (3) 

Dowód. 

 Rozważmy język ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ .  

Niech  +∑∈'0x  słowa  rozpoczynające się od litery 0σ  

             +∑∈'1x  słowa rozpoczynające się do litery 1σ  

( ) ( ) ,...2,1,...,,,;,...,,...,,..., 0101110100 '' ===
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Dla słowa 01010 ,..., σσσσσ pwlk  otrzymujemy przekształcenie, które już poprzednio zostało wygenero-
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Jak wynika z powyższych rozważań dla każdego słowa ( ) +
= pwlkx 10100

,...,' σσσσ  możemy wygenero-
wać tylko następujące przekształcenia: 
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Liczba przekształceń wynosi  [ ] qqnm ×,, . 

Analogicznie dla słowa, ( ) +
= pwlkx 01011

,...,' σσσσ możemy wygenerować tylko następujące prze-
kształcenia 
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Liczba tych przekształceń wynosi również [ ] qqnm ×,, . A zatem otrzymujemy 2 [ ] qqnm ×,,  różnych 

przekształceń. Wynika stąd, że dla każdego słowa ) )((( ) [ ] qqnmBAextIcard q ×=× ∗ ,,2 . Zatem 
otrzymujemy wzór 3. 
                                                                                                                                  C.B.D.O. 

4. Izomorfizm półgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatów asyn-
chronicznych silnie spójnych i ustalonych analogów ich rozszerzeń. 

4.1. Izomorfizm półgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatów asyn-
chronicznych silnie spójnych z klasy DFASC2 [15] 

Twierdzenie 4. 
Niech ( )MSA AA ,,Σ=   i  ( )MSB BB ,,Σ=  będą automatami z klasyDFASC2 takimi, że 

( )Scard A > 2  i  ( )Scard B > 2 oraz { }10 ,σσ=Σ  ; wtedy półgrupa charakterystyczna ( )BAI ∪  
sumy prostej automatów  A  i  B  jest izomorficzna z półgrupą charakterystyczną ( )BAI ×  iloczynu 
prostego automatów  A  i  B; 
gdzie:  card (AS) = m > 2; card (BS) = n >2, m, n liczby naturalne m > n;  card Σ= 2;    
x0 = σ0 σ1;  x1 = σ1 σ0;   [m, n] – najmniejsza wspólna wielokrotność liczb m, n, patrz [13]. 
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Dowód. 
Wiadomo z [8] jak również z rozważań wprowadzających niniejszej pracy że: 
na zbiorze ∗∑  zdefiniujemy relację: 

x R y  wtedy i tylko wtedy, gdy Ss∈∀  M  ( s , x ) = M  ( s , y ).  
Relacja R jest relacją równoważności (relacja Myhilla). Klasę równoważności zawierającą element 
x ∈ ∗∑ oznaczać będziemy x , a zbiór wszystkich klas równoważności oznaczać będziemy I . Zbiór I  
łącznie z operacją  ( o ) , gdzie x o y = xy  tworzy półgrupę (odpowiednio monoid), zwaną półgrupa 
charakterystyczną (odpowiednio monoidem charakterystycznym). Półgrupę charakterystyczną 
automatu A  oznaczać będziemy )(AI . 
 W twierdzeniach 1 i 2 [14]  wykazano równoliczność rozważanych półgrup 
charakterystycznych dla sumy prostej i iloczynu prostego automatów 

Teraz dowodzimy własność izomorfizmów: 
niech  ( ) ( ) ( )BAIBAI ×→∪:ϕ  
niech         ( ) xx =ϕ                                                                                             (def.1) 
Z rozważań wprowadzających [8] wynika że ( ) xfx =ϕ                                         (def.2) 

( )xsMf xSs ,=∀ ∈ ,  gdzie  x   jest dowolnym reprezentantem klasy x                  (def.3) 

Aby wykazać, że ϕ  jest izomorfizmem półgrupy charakterystycznej, należy sprawdzić: 
(i)     ( ) ( ) ( ) ( )2121212121 xxxxxxxxxx ϕϕϕϕ ooo ====     (zachowana operacja) 

(ii)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒=⇔=⇒= ∪∪××
2121

2.21 x
BA

x
BA

x
BA

x
BA ffffdefzxx ϕϕ  

          ( ) ( ) 212121 ,,3. xxxxxsMxsMdefz Ss BA =⇒≡⇔=∀ ∪∈
 

          a zatem ϕ  jest  „ 11÷ ” 
 (iii)  ( ) xx =ϕ  jest oczywiście  „na”. 

Na podstawie twierdzenia 1 i 2 [14] wykazano równoliczność ( taki sam zbiór przekształceń) 
odpowiednich półgrup charakterystycznych dla sumy prostej i iloczynu prostego automatów 
DFSC2. 
                                                                                                                        C.B.D.O. 

4.2. Izomorfizm półgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatów asyn-
chronicznych silnie spójnych z klasy EXT DFASC2 [15] 

Twierdzenie 5. 
Niech ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ∪∪ Σ=∪ ,,  i ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ×× Σ=× ,,  będą rozsze-

rzeniami związanymi z izomorfizmami  g0, g1  ...  gq-1  sumy prostej ( ) ( )( )MSBA BABA ∪∪ Σ=∪ ,,  i 
iloczynu prostego ( ) ( )( )MSBA BABA ×× Σ=× ,,  automatów  ( )MSA AA ,,Σ=   i  ( )MSB BB ,,Σ=  z 
klasy  DFSC2 takimi, że ( ) 2>Scard A   i ( ) 2>Scard B  oraz { }10 ,σσ=Σ ; wtedy półgrupa charak-

terystyczna ( )( )( )∗∪ BAextI q  ustalonego analogu rozszerzenia sumy prostej automatów A  i  B jest 

izomorficzna z półgrupą charakterystyczną ( )( )( )∗× BAextI q  ustalonego analogu rozszerzenia iloczy-
nu prostego automatów  A  i  B. 
Dowód. 
W twierdzeniu 1 [16] i twierdzeniu 2 [17] i wykazano równoliczność odpowiednich półgrup charakte-
rystycznych ustalonych analogów rozszerzenia dla sumy prostej i iloczynu prostego automatów: 
niech  ( )( ) ( )( )∗∗ ×→∪ BAextIBAextI qq:ϕ  

niech  ( ) xx =ϕ                                                                                                          (def.1) 

Z rozważań wprowadzających [3] wynika że ( ) ( )
x

Aext fx q=ϕ                                     (def.2) 

( )( ) ( )xsMf x
Aext

Ss
q

qext ,∗∗

∈
=∀

∗

∗                                                                            (def.3) 
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gdzie: 

x  jest dowolnym reprezentantem z klasy x , a ( )( ) ∗∗

x
Aext fq  jest przekształceniem ustalonego analogu 

rozszerzenia stanowego automatu A związanego z izomorfizmami stanowymi  110 ,...,, −qggg . 
Aby wykazać, że ϕ  jest izomorfizmem półgrup charakterystycznych należy udowodnić, że: 
(i)    ( ) ( ) ( ) ( )2121212121 xxxxxxxxxx ϕϕϕϕ ooo ====     (zachowana operacja) 

(ii)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒=⇔=⇒= ∪∪××
2121

2.21 x
BAext

x
BAext

x
BAext

x
BAext ffffdefzxx qqqqϕϕ  

        
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
2121

21 ,,3.
21

xxxx

xsMxsMffdefz
Ssx

BAext
x

BAext
BAqext

qq

=⇒≡⇔

⇔=∀⇒= ∗∗
∈

∗∪∗∪
∗∪

∗∗

 

         a zatem ϕ  jest  „ 11÷ ” 
(iii)  ( ) xx =ϕ  jest oczywiście  „na”. 

Na podstawie twierdzenia 1 [16]  i twierdzenia 2 [17] wykazano równoliczność ( taki sam zbiór 
przekształceń) dla odpowiednich półgrup charakterystycznych iloczynu prostego i sumy prostej auto-
matów z klasy EXT DFASC2. 

                                                                                                                    C.B.D.O. 
4.3. Izomorfizm półgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloczynu prostego automatów asyn-

chronicznych silnie spójnych z klasy EXT DFASC2 dla każdego słowa z języka 
( )++ ∪=Σ 10 σσ  

Twierdzenie 6. 
Niech  ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ∪∪ Σ=∪ ,,  i ( ) ( ) ( )( )MSBAext BAextBAext

q
qq ×× Σ=× ,,  będą roz-

szerzeniami związanymi z izomorfizmami  g0, g1  ...  gq-1  sumy prostej ( ) ( )( )MSBA BABA ∪∪ Σ=∪ ,,  i 
iloczynu prostego ( ) ( )( )MSBA BABA ×× Σ=× ,,  automatów  ( )MSA AA ,,Σ=   i  ( )MSB BB ,,Σ=  z 

klasy  DFSC2 takimi, że ( ) 2>Scard A   i ( ) 2>Scard B  oraz ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ ; wtedy półgrupa 

charakterystyczna ( )( )( )∗∪ BAextI q  ustalonego analogu rozszerzenia sumy prostej automatów A  i 

B jest izomorficzna z półgrupą charakterystyczną ( )( )( )∗× BAextI q  ustalonego analogu rozszerzenia 
iloczynu prostego automatów  A  i  B. 
Dowód. 
W pracy [17] twierdzenie 3 przedstawiono złożoność półgrupy charakterystycznej sumy prostej auto-
matów asynchronicznych silnie spójnych i ustalonych analogów ich rozszerzeń dla każdego słowa z 

języka ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ . W pracy twierdzenie 3.3. przedstawiono złożoność półgrupy charaktery-
stycznej iloczynu prostego automatów asynchronicznych silnie spójnych i ustalonych analogów ich 

rozszerzeń dla każdego słowa z języka ( ) ++ ∪=∑ 10 σσ . 
Dowód na izomorfizm tych półgrup jest analogiczny jak dowód z twierdzenia 4.2.  

5. Wnioski 
Definicje relacji równoważności Myhilla na zbiorze stanów automatu oraz półgrupy 

charakterystycznej automatu pozwoliły wydobyć zeń możliwości obliczeniowe . Tak więc na automat 
spojrzeć można zarówno pod kątem widzenia systemu algebraicznego o charakterze strukturalno 
językowym, jak i modelu obliczeń. 
 Wziąwszy pod uwagę iż półgrupa charakterystyczna określa zdolność do przetwarzania in-
formacji, zaś sumę prostą i iloczyn prosty można uważać za realizację – odpowiednio sekwencyjnych 
i równoległych obliczeń uzyskane rezultaty oznaczają iż owa zdolność nie zależy od realizacji se-
kwencyjnej lub równoległej (taka sama liczba klas abstrakcji odpowiednich półgrup charakterystycz-
nych) 

Dalsze prace powinny być kontynuowane przy wyznaczaniu złożoności półgrup charaktery-
stycznych automatów asynchronicznych spójnych. Szczegółowe rozpatrywanie klas automatów asyn-
chronicznych silnie spójnych i spójnych wynika z powszechnego stosowania tych klas automatów w 
realizacjach technicznych cyfrowych układów sterujących. Wykorzystując teorię automatów możemy  
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oszacować lub obliczyć złożoność półgrup charakterystycznych automatów. Ma to istotny wpływ na 
oszacowanie złożoności programów i czasu wizualizacje stanów automatów. Wykorzystując narzędzia 
programistyczne PsoC Expres mikrosystemu cyfrowego możemy przedstawić model sterowania 
pojazdu szynowego w postaci grafu automatu (maszyny stanowej) i realizować program w oparciu o 
sporządzony wcześniej graf automatu. Umożliwia to analizę graficzną zjawisk podczas symulacji 
sterowania pojazdem szynowym. Mikrosystemy cyfrowe stosowane są obecnie do sterowania 
hamulców (tablic pneumatycznych) w lokomotywach i jednostkach elektrycznych. 
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