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Stress state in the tapered beam bending —
Analytical and numerical FEM studies

Stan naprezenia w zginanej belce o zmiennej wysokosci —
badania analityczne i numeryczne MES

The paper is devoted to comparative analysis of the stress state in bending of a tapered
cantilever beam, calculated analytically and numerically (FEM). The analytical model is
described based on bibliography, moreover, the numerical FEM model is developed with
the use of the SolidWorks software. The results i.e. the stresses obtained by analytical
and numerical calculation are compared and specified in Tables and Figures.

Praca przestawia analize porownawczq stanu naprezenia w zginanej belce wspornikowej
o zmiennej wysokosci. Przeprowadzono obliczenia analityczne i numeryczne metodq
elementow skonczonych. Model analityczny zostat opisany na podstawie literatury, na-
tomiast model do obliczen metodq elementow skonczonych opracowano z zastosowaniem
systemu SolidWorks. Wyniki, tzn. napreZenia wyznaczone analitycznie i numerycznie
zostatly porownane i zamieszczone w tablicach oraz zilustrowane na rysunkach.

1. Introduction

The prismatic beams are most often used in me-
chanical and building constructions. The non-
prismatic beams are also used but less frequently. Gere
and Timoshenko [7] described the distribution of the
shear stresses (Zhuravsky formula) in the prismatic
beams with different cross sections, and also the dis-
tribution of the shear stresses in the rectangular cross
section of a tapered cantilever beam. Alexandrov et al.
[1] and Slivker [13] analogically described these prob-
lems of the shear stresses distribution in the rectangu-
lar cross section of non-prismatic beams. Zhou and
Cheung [14] investigated the tapered Timoshenko
beams with the Rayleigh-Ritz method, dealing with
their vibrations. The cross section of the considered
beam continuously changed according to a power
function of the coordinate along the neutral beam axis.
Maalek [8] presented deflections of a bent tapered
Timoshenko beam with consideration of shear effect.
The paper is strictly related to the Gere and Ti-
moshenko [7] model. The values of the deflections
obtained analytically have been compared to FEM and
experimental results. Auciello and Ercolano [3] pro-
posed a method for analysis of Timoshenko beams
with consideration of shearing deformation and rotat-
ing inertia. Their procedure was applied to tapered
beams as an alternative approach to the usual FEM
methods. Dado and Al-Sadder [6] studied large
deflections of prismatic and non-prismatic cantilever
beams subjected to various loads in vertical and
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1. Wstep

W konstrukcjach mechanicznych i budowlanych naj-
czesciej stosuje si¢ belki o statej wysokosci. Belki o
zmiennej wysokosci réwniez znajduja zastosowanie,
lecz niezbyt czgsto. Gere i Timoshenko [7] opisali
rozklad naprezen stycznych (wzér Zurawskiego) w
belkach o statej wysoko$ci i o roznych przekrojach
poprzecznych, a takze rozklad naprezen stycznych w
belce o zmiennej wysokosci 1 prostokatnym przekroju
poprzecznym.

Alexandrov i inni [1] oraz Slivker [13] rowniez zaj-
mowali si¢ rozktadem naprgzen stycznych w prosto-
katnym przekroju poprzecznym belki i zmiennej wy-
sokos$ci. Zhou i Cheung [14] badali drgania belki Ti-
moshenki metoda Rayleigha-Ritza. Przekrdj po-
przeczny badanej belki zmieniat si¢ w sposob ciagty
zgodnie z potgegowa funkcja wspolrzednej biegnacej
wzdtuz osi obojetnej belki.

Maalek [8] wyznaczyt ugigcie zginanej belki Ti-
moshenki o zmiennej wysokosci z uwzglednieniem
efektu $cinania. Artykul ten jest $cisle zwigzany z
modelem Gere i Timoshenki [7]. Wartosci ugigcia
otrzymane analitycznie poréwnano z wynikami MES
oraz z eksperymentem.

Auciello 1 Ercolano [3] zaproponowali metodg analizy
belki Timoshenki w uwzglgdnieniem odksztalcenia
scinania. Ich procedur¢ zastosowano do belek o
zmiennej wysokosci jako podejscie alternatywne w
stosunku do zwyktych metod MES.



horizontal directions. Several numerical examples are
presented solved with the use of MSC/NASTRAN
computer package. Nevertheless, in case of very large
deflections the problems of the solution divergence
arose. Rajasekaran [10] investigated buckling of non-
prismatic columns with the use of differential quadra-
ture and differential transformation methods. The re-
sults are compared with the solutions obtained with
other numerical and analytical methods. Attarnejad et
al. [2] analysed non-prismatic Timoshenko beams. The
concept of Basic Displacement Functions is applied to
solve the problem. The numerical examples have
shown effectiveness of the method in solving static
and free vibration cases. Shahba et al. [12] studied free
vibration and stability of axially functionally graded
tapered Timoshenko beams. They proposed a finite
element using the exact shape functions. The
numerical examples have shown good convergence of
the method. Rajasekaran [11] dealt with free bending
vibration of functionally graded Timoshenko tapered
beams. Various boundary conditions are imposed,
using differential transformation method and
differential quadrature element method. The results are
specified in Tables and compared with previously
published ones. Auricchio et al. [4] considered a non-
prismatic beam. A model of 2D linear-elastic non-
prismatic beam is derived, with a corresponding finite
element. Numerical results indicated that the proposed
model correctly predicts the displacement and stress
distributions in these beams. Balduzzi et al. [5] studied
a non-prismatic planar beam, developing the compati-
bility, equilibrium, and constitutive equations. The
proposed model is based on standard Timoshenko
kinematics of deformation. The model accurately pre-
dicts real behaviour of non-prismatic beams, being
helpful for the most of practical applications. Mag-
nucki and Lewinski [9] analytically and numerically
investigated bending of a prismatic I-beam with con-
sideration of the shear effect. The analytical model is
formulated based on the sandwich beam theory. The
shear effect is presented for the three-point bending
case.

The subject of the study is a tapered cantilever beam
of length L with rectangular cross section of width b.
The depth of the first cross section is /4y, and the taper
angle is 2a. The beam is described in the Cartesian
coordinate system xyz (Fig.1). Such beams are main
structural parts of the railway stock vehicles.

o
hD F} *************************************** ’*X”

y

—l

Fig.1. Scheme of the tapered cantilever beam with the load — force
F
Rys.1. Schemat belki wspornikowej o zmiennej wysokosci
obciazonej sita F

Dado i Al-Sadder [6] badali duze ugigcia belek
wspornikowych o statej i zmiennej wysokosci, podda-
nych réoznym obcigzeniom w kierunku pionowym i
poziomym. Przedstawiono kilka przyktadow nume-
rycznych  rozwiazanych za pomoca systemu
MSC/NASTRAN. Jednak w przypadku bardzo duzych
ugigc¢ pojawit sig problem rozbiezno$ci rozwiazan.
Rajasekaran [10] badal wyboczenie kolumn o zmien-
nym przekroju, stosujac metody kwadratury roéznicz-
kowej 1 transformacji réznicowej. Wyniki poréwnano
z rozwiazaniami uzyskanymi innymi metodami nume-
rycznymi i analitycznymi.

Attarnejad i inni [2] analizowali belki Timoshenki o
zmiennej wysoko$ci. Do rozwigzania tego problem
zastosowano koncepcje Podstawowych Funkcji Prze-
mieszczenia. Przyktady numeryczne wykazaly sku-
tecznos$¢ tej metody w zastosowaniu do przypadkow
statyki 1 drgan swobodnych.

Shahba i inni [12] badali drgania swobodne i statecz-
no$¢ belek Timoshenki o zmiennej wysoko$ci wyko-
nanych z materialu o funkcjonalnie osiowo zmiennych
wlasciwosciach. Zaproponowali element skonczony z
uwzglednieniem doktadnych funkcji ksztattu. Przykta-
dy numeryczne wykazaty dobra zbiezno$¢ metody.
Rajasekaran [11] zajmowal si¢ gigtnymi drganiami
swobodnymi belek Timoshenki o zmiennej wysokosci
wykonanych z materiatu o funkcjonalnie zmiennych
wlasciwosciach. Zaktadano rozmaite warunki brzego-
we, z zastosowaniem metody transformacji réznicz-
kowej i roéznicowej. Wyniki przedstawiono w tabli-
cach 1 porownano z opublikowanymi wczesniej.
Auricchio i inni [4] rozwazali belk¢ o zmiennej wyso-
kosci. Sformutowano dwuwymiarowy model tej belki
postugujac si¢ odpowiednim elementem skonczonym.
Wyniki numeryczne wykazaly, ze zaproponowany
model prawidlowo wyznacza przemieszczenia i roz-
ktad napre¢zenia w belce.

Balduzzi i inni [5] badali belkg o zmiennej wysokosci,
formutujac réwnania rownowagi i rownania konstytu-
tywne. Zaproponowany model sformutowano na pod-
stawie standardowej kinematyki deformacji Ti-
moshenki. Model ten doktadnie przewiduje rzeczywi-
ste zachowanie belek o zmiennej wysokos$ci, stuzac
jako pomocne narzedzie w wigkszo$ci praktycznych
zastosowan.

Magnucki i Lewinski [9] analitycznie i numerycznie
badali zginanie dwuteownika o statej wysokosci z
uwzglednieniem efektu $cinania. Model analityczny
zostal opracowany na podstawie teorii belek sandwi-
chowych. Efekt §cinania przedstawiono dla przypadku
zginania 3-punktowego.

Przedmiotem niniejszego artykutu jest belka wsporni-
kowa o zmiennej wysokosci, o dlugosci L i stalej sze-
rokos$ci przekroju poprzecznego b. Wysoko$¢ czoto-
wego przekroju poprzecznego wynosi Ay, a kat zweze-
nia jest rowny 2. Belka zostala opsana w kartezjan-
skim uktadzie wspotrzgdnych xyz (rys. 1).
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The depth of cross section as a function is in the fol-
lowing form

h(E)=(+2& tana)n,, (1)

where & =x/h, - dimensionless coordinate.
Therefore, the second moment of the cross section

1
JZ(E):E(1+2£tana)3bhg. )
2. Analytical study
The analytical approach is based on the description
presented by Alexandrov et al. [1]. Scheme of the
element of length dx of the beam with acting forces is
shown in Fig.2.
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Fig.2. Scheme of the element of the tapered beam with acting
forces

Rys. 2. Schemat elementu belki o zmiennej wysokosci i sity nan
dziatajace

The shear stress, based on the equation of force equi-
librium, is as follows

_14NY
T’W—Z dx ®

where N )E") = J'U .dA - the normal force, A©) _the
AL'

part of the cross section.
The normal stress

o = M, (x)
A
where M, (x) - the bending moment.

Vv, “4)

Therefore, the normal force

()
N;EC) = Mb (x)m (5)

Jx)

where SZ(C)(x, y) = ‘!' vdA - the first moment of the
A c)

part of the cross section (Fig.3).
Consequently, after integration, the first moment of the
part of the cross section

sOen)=1[o+2ganay -l
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Tego typu belki sa podstawowymi czg$ciami kon-

strukcji taboru kolejowego.

Wysokos¢ przekroju poprzecznego jest wyrazona

funkcja o nastgpujacej postaci:
h(&)=(1+2¢ tana ),

é= x/ hy - wspotrzedna bezwymiarowa,

(D,
gdzie
zatem drugi moment bezwladnosci przekroju po-
przecznego wynosi

JZ(E)=$(1+2Etana)3bh3 (2).

2. Badania analityczne
Analityczne podejscie do problem sformulowano na
podstawie koncepcji przedstawionej przez Alexan-
drova i innych [1]. Schemat elementu belki o dlugo$ci
dx wraz z dzialajacymi nan sitami pokazano na rys. 2.
Z rownowagi sit mozna wyznaczy¢ naprgzenie styczne
W nastegpujacej postaci:

. lavy

Yob dx
gdzie N = J’deA - sita normalna, 4©) - czes¢
AL'

3,

przekroju poprzecznego.
Naprezenie normalne okre§la wzor:

_M, (x)
o, = J. (x) y 4),
gdzie M, (x) - moment gnacy,
zatem sita normalna wynosi:
(c)
V0= ()5 ) o

J.(x)

gdzie S (C)(x, y)= I ydA - moment statyczny cze-
A c)

z

$ci przekroju poprzecznego (rys. 3).

2 5(1 +2Etanc)hy

4l

dA

dys

1 % J1+2¢tanan,
- b—b
P

Fig.3. Scheme of the cross section of the beam

Rys.3. Schemat przekroju poprzecznego belki

W rezultacie, po scatkowaniu, moment statyczny czeg-
$ci przekroju poprzecznego wynosi:

sO(En)=L[1+ 26 wna) -4 .

3



where N =y/h, - dimensionless coordinate

{-(+2&tana)/2<sn<(1+28tana )/ .

The shear stress (3) with consideration of the expres-
sion (5) is as follows [1]

()= Eol) S e0) oy

5 (x, y) 0
p R e e ()

FACK::
(7)
where Q(x) =dM, /dx - the shear force.

The shear force and the bending moment of the canti-
lever beam (Fig.1) are as follows:

ox)=F.,  M,(x)= ®)

Thus, the shear stress (7) with consideration of the
expressions (2), (6) and (8) is in the following form

= Féh,.

N ~ F
T, = [Tx(yQ) (E.n)+ Tx(yMb)(f 1) o )
0
where dimensionless shear stresses
=— 1 +2 tana —-4n |
xy en)= [ ¢ r’]l+2<,‘tana)3
(10)
- O 127° O &
(mp) — _
T ,)=3 1 tana
. (&) E(l +2& tanar )’ E(l +2& tanar )’
(11)
The normal stress
~ F
0.n)=6(n)—. (12)
bh,
where dimensionless normal stresses
~ 12¢
ol,n)=—n. 13
(&.n) (+22ana)” (13)

Detailed calculations are carried out for the example
beam with the taper angle o=0.07. Distributions of
dimensionless shear stresses in selected cross-sections
of the beam are shown in the Fig.4 and Fig.5.

&=14.262 &18

150 1.762 1

n n
Fig.5. Diagrams of the shear stresses (10), (11) for &=14.262 and
&18
Rys. 5. Wykresy naprezen stycznych (10), (11) dla £&=14.262 i
&=18

gdzie n=y/h, -
{-(+2&tana)/2<n < (1+2Etana)/2} .

Biorac pod uwagg wyrazenie (5) naprezenie styczne
(3) przybiera nastgpujaca postac [1]:

wspotrzgdna bezwymiarowa

10 189(x,) d 5 )00
T, ()= P EQ(X)J—(x) M, (X)E WE&]

(N,
gdzie Q(x) =dM, /dx - sita styczna.
Sita styczna i moment gnacy belki wspornikowe;j (rys.
1) sa nastgpujace:
O)=F, M,(x)=Fx=F&, )
tak wigc, uwzgledniajac wyrazenia (2), (6) i (8), na-
prezenie styczne (7) przyjmuje nastgpujaca postac

(Q) =(Mp) i
L =[FOE)+ T (E n) »

gdzie bezwymiarowe napr¢zenia styczne zapisano
WyraZeniem'

©)

1+2¢t a -l
T e ——
(10),
12n° 0 &
= -1 t
(E 7 E(l+2£tana) E(1+2Etana)2 and
(11).
Naprezenie normalne okresla zaleznosé:
~ F
a.(&.n)=6.En), - (12),
0
gdzie bezwymiarowe napr¢zenie normalne ma postaé:
~ 12¢
o\l.n)=7r——— 13).
(&.n) (+2eana)” (13)

Szczegdlowe obliczenia wykonano dla przyktadowej
belki o kacie zwe¢zenia zarysu a=0.07. Rozktady bez-
wymiarowych naprgzen stycznych w wybranych prze-
krojach poprzecznych belki pokazano narys. 41 5.

&=3.566

o, £
Ty Ty

02 04 06 08 10 f12)14 T, -04| -02 02 04 08| 08 o T,

n n

Fig.4. Diagrams of the shear stresses (10), (11) for &1 and
£=3.566 £=14.262 &=18
Rys. 4. Wykresy naprezen stycznych (10), (11) dla &=1 1 £&=3.566
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The values of dimensionless shear stresses (10) and

Warto$ci bezwymiarowych naprgzen stycznych (10) 1

(11) in selected cross sections for #=0 and (11) w wybranych przekrojach POPFZGCZHYCh c.lla n=01
n=n,=(1+2¢tana)/2 are specified in Tab.1. n=n,=~(1+2¢tana)/2 sa wyszczegolnione w tablicy 1.
¢ ! 3.566 14.262 18 Table 1. Values of the dimensionless
O n=0) 1.3155 1.0 0.5 0.4256 shear stresses in selected cross
v sections — Analytical study
t9%n=n,) 0 0 ° °
o) T TN 035 0300 Tab. 1. Warto$ci bezwymiarowych
[ (f 1 =0) e e e e naprezen stycznych w wybranych
— przekrojach poprzecznych — badanie
T,E{V")(fﬂ :nb) 0.3236 0.6667 0.6667 0.6097 analityczne

The outer beam surfaces are unloaded, hence, normal
and shear stresses are there equal to zero. The cut out
bottom part of the beam is shown in Fig. 6.

>
<)
/
Tay /

/
e
Fig. 6. Scheme of the stresses acting in the bottom part of the beam

Rys. 6. Schemat naprezen dziatajacych na dolna czes¢ belki

The dimensionless shear (10), (11) and normal stresses
(13) at the bottom surface for 1 = (1 +2& tana)/ 2,
are as follows:

@=0, ¢z % g,
g ’ (1+2& tana)
F= % &=t ma. (9

* (1+2ftana)’

Therefore, dimensionless shear and normal stresses in
the rotated axes x;);, based on the equation of force
equilibrium, are as follows

~ _ I(~ <. ~
T = —5( f —ay)s1n20( +T, cos2a,
~ o~ . 2 ~ 2 _~ .
0,=0.sm a+0,cos a—T sin2d. (15)
Substituting the expressions (14) into (15), one obtains
T, =0 and 0, =0. (16)

The presented analysis confirms zeroing of the surface
stresses.

The deflection of the beam is calculated with omission
of the shear effect, based on the classical differential
equation in the dimensionless coordinate, with
consideration of the expressions (2) and (8). It takes
the following form
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Zewngtrzne powierzchnie belki nie sa obciazone, za-
tem naprgzenia normalne i styczne sa tam rowne zeru.
Wyciety fragment dolnej czgsci belki pokazano na rys.
6.

Bezwymiarowe naprgzenia styczne (10), (11) i nor-

malne (13) na  powierzchni  dolnej dla
n= (1 +2& tana )/ 2 sa nastepujace:
RORCHA S
(1+2& tana)
~ 6 SO
o :—E 0,=T1,tana. (14)

* (1+2&tana)
Biorac pod uwage réwnanie rownowagi sit wyznacza
si¢ nastgpujace bezwymiarowe naprezenia styczne i
normalne dziatajace w obroéconym ukladzie wspot-
rzednych xy,

~ I~ ~)\. ~

T = ——(U -0 )sm2a +T _cos2a,

X1 2 x y xy

G, =0, sin*a+0, cos’a —T, sin2a . (15)

Podstawiajac wyrazenia (14) do (15) otrzymuje sig:
T, =0 i g, =0 (16).

Przedstawiona tu analiza potwierdza zerowanie napre-
zen na powierzchniach.

Na podstawie klasycznego rownania rozniczkowego:
d*v F
Dot oL
dé (1+2&tana)’ Eb
zapisanego we wspotrzednych bezwymiarowych i z
uwzglednieniem wyrazen (2) i (8), ugigcie belki obli-
cza si¢ z pominigciem efektu $cinania. Po scatkowaniu
tego rownania i uwzglednieniu warunkéw brzegowych
dv/dﬂ/\ =0, v(/\)= 0, otrzymuje si¢ ugiecie swo-
bodnego, obciazonego konca belki:

ooy F
Vinax ~ |V(0] ~ Vinax Eb (18)a

gdzie bezwymiarowe maksymalne ugigcie wynosi:



d*v F
— = —12;3—. 17
dé (1+2Etana) Eb
After integration of the equation and with
consideration of two  boundary  conditions:

dv/d& | ,=0, v(}\) =0, one obtains the deflection of

the free unloaded end
F
V = |V( X vmax
Eb’
where dimensionless maximum deflection
1+3Atana tanaD |
(1 +2Atana )2 %tan3 a
(19)

The value of the deflection for the example beam of
relative length /=20 and the taper angle 0=0.07 is

Vo =1424.53.
3. Numerical FEM study

(18)

:éﬁn(l +2A tana)—2/\
20

Numerical analysis of the beams is carried out with the
SolidWorks software. The geometric parameters and
mechanical properties adopted for purpose of the nu-
merical simulation of the beam are equal to the ones
used in the analytical approach. Taking into account
the vertical plane of symmetry of the structure the
model is confined to a half of the whole beam and
subjected to the boundary conditions simulating a
constrained beam (Fig. 7a).

Longitudinal middle plane of the beam coincides with
xy-plane of the coordinate system of the model. The x-
axis is collinear with its neutral axis, while y-axis is
downward directed. In consequence, the considered
half of the beam is placed in the area of positive z-
values (Fig. 7b).

The boundary conditions illustrated in Fig 7a are as
follows:

» the wall for x=L is clamped;

» the z displacement are zeroed on the wall co-
inciding with xy-plane of the coordinate sys-
tem, i.e. the vertical plane of beam symmetry.

The model is generated as a single part and divided
into ca. 112000 3D tetrahedral finite elements with 16
Jacobian points. A part of the mesh is shown in Fig. 8.

Fig. 8. A part of the
half beam model
mesh

Rys. 8. Czgs¢ siatki
elementow skon-
czonych nalezacej
do modelu potowy
belki

1+3Atana O 1
—-tana —;
(1+2A tana) (tan” a
(19).
Warto$¢ ugiecia w przypadku przyktadowej belki o
wzglednej dhugosci 4=20 i kacie zwegzenia zarysu
=1424.53.

max

N | W

an 1+2A tana -2A
0

0=0.07 wynosi V__

3. Badanie numeryczne MES

Numeryczna analiz¢ belek przeprowadzono z zasto-
sowaniem programu SolidWorks. Parametry geome-
tryczne i wilasciwosci mechaniczne przyjete dla po-
trzeb numerycznej symulacji belki sg takie same, jakie
przyjeto w postepowaniu analitycznym. Biorac pod
uwage pionowa plaszczyzng symetrii tej struktury
model ogranicza si¢ do potowy catej belki i poddany
jest warunkom brzegowym symulujacym belke
utwierdzona (rys. 7a).

Podtuzna $rodkowa plaszczyzna belki pokrywa si¢ z
plaszczyzna xy uktadu wspotrzednych przyjgtego dla
modelu. O$ x jest wpotliniowa z osia neutralna, nato-
miast o$ y zwrdocona jest w dot .W rezultacie rozwaza-
na potowa belki znajduje si¢ w obszarze dodatnich
warto$¢ z (rys. 7b).

clamped _—
Z wall i

zero-displacements 4.
normal to the wall

a) b)
Opis: clamped edge — utwierdzony brzeg, zero-displacements ... —
zerowe przemieszczenia prostopadie do ptaszczyzny
Fig. 7. The half beam model: a) boundary conditions; b) load
Rys. 7. Model potowy belki: a) warunki brzegowe; b) obciazenie

Warunki brzegowe przedstawiona na rys. 7a sa nasteg-
pujace:
* plaszczyzna x=L jest utwierdzona
e przemieszczenia kierunku osi z zeruja si¢ na
$cianie pokrywajacej si¢ z plaszczyzna xy
uktadu wspoélrzednych, tzn. pionowa plasz-
czyzna symetrii belki.
Model zostat utworzony jako pojedyncza czgs¢ i po-
dzielono go na okolo 112.000 czworosciennych 3-
wymiarowych elementow skonczonych z 16 punktami
Jakobianu. Czg$¢ tej siatki elementdw widoczna jest
narys. 8.
Warto$ci bezwymiarowych naprgzen stycznych wy-
znaczonych za pomoca SolidWorks w wybranych
przekrojach  poprzecznych dla #=0 1 #=n,=
(1+2&tana)/2 zamieszczono w tablicy 2.
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The values of dimensionless shear stresses calculated
with SolidWorks system (FEM) in selected cross
sections for #=0 and #=#%,=(1+2{tana)/2 are specified
in Tab.2.

The numerically calculated dimensionless deflection
of the example beam of relative length =20 and taper

angle ¢=0.07 amounts to V(FfM) =1446.48 .

ma.

4. Comparative analysis

Based on the expression (9) the total dimensionless
shear stresses in selected cross sections analytically
calculated are as follows

fx(yA”) (E,n) - 'FXE,Q) (E,r])"' .Fx(yMb)(E’n) :

The values of these stresses in selected cross sections
are specified in Tab.3.

The diagrams of the shear stresses (20) for #=0 are
shown in Fig. 9 and for #=#, in Fig. 10

(20)

=0
Ty m "
L6 T I

e Analytical solution

1.4 =1
\ o FEM solution

12

1.0 \

\

262 3
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 9. Comparison of the total dimensionless shear stresses in
selected cross sections for #=0
Rys. 9. Poréwnanie catkowitego bezwymiarowego naprgzenia
stycznego w wybranych przekrojach poprzecznych belki dla n=0
Opis: Analytical solution - rozwiqzanie analityczne, FEM solution
- rozwiqzanie metodq FEM

1
n=np,= E(l + 2¢tana)

Ty
0.8
0.75 {1 S LI B S
—uuy
// \\
0.6 ‘
0.4
0.2 = Analytical solution
] e FEM solution
| |
0.0 j ‘ P
3 X 14.262 S
op 1 iy Sy 6 s 10 12 14 16 18 20

Fig. 10. Comparison of the total dimensionless shear stresses in
selected cross sections for 7= 1,

Rys. 10. Poroéwnanie calkowitego bezwymiarowego naprezenia
stycznego w wybranych przekrojach poprzecznych belki dla n=n,
Opis: Analytical solution - rozwiqzanie analityczne, FEM solution
- rozwiqzanie metodq FEM
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Table 2. Values of the dimensionless shear stresses in selected
cross sections — FEM study
Tab. 2. Warto$ci bezwymiarowych naprezen stycznych w
wybranych przekrojach poprzecznych — badanie MES

& 1 3.566 14.262 18
TNXS,FEM)(E,H - 0) 1.1406 | 0.6678 | 0.1689 0.1483
~(FEM _ 0.3331 | 0.6696 | 0.6654 0.6060
Txg; )(5:’7 - r]h )

Table 3. Values of the total dimensionless shear stresses in
selected cross sections — Analytical study
Tab. 3. Wartosci calkowitego bezwymiarowego naprezenia
stycznego w wybranych przekrojach poprzecznych belki —
badanie analityczne

¢ 1 3.566 | 14.262 18
fngn)(g,n =) | 11537 | 06667 | 0.1667 | 0.1207
T\ = 32 , . _

r() J(E.n=n,) | 0-3236 | 06667 [ 0.6667 | 0.6097

4. Analiza poré6wnawcza

Na podstawie wyrazenia (9) analitycznie wyznaczone

catkowite bezwymiarowe naprgzenie styczne w wy-

branych przekrojach poprzecznych belki wynosi
g n)=tP(En)+ 7" En). o

Wartosci tego naprgzenia w wybranych przekrojach

poprzecznych belki sa podane w tablicy 3.

Wykresy naprezenia stycznego (20), a takze niektore

warto$ci wyznaczone numerycznie (MES) dla #=0,

pokazano na rys. 9, a dla #=#;, na rys. 10.

5. Wnhnioski

Prezentowane rozwiazanie analityczne uzyskane na
podstawie literatury zostato potwierdzone obliczenia-
mi numerycznymi MES (SolidWorks). Stwierdza sig,
ze réznice migdzy oboma rozwiazaniami sa nieznacz-
ne w zdecydowanej wigkszo$ci badanych punktow
(rys. 91 10). Najwigksza roznica wystgpuje w osi obo-
jetnej belki (n=0) dla &=18 i wynosi 23%. Jest to je-
dyny punkt odznaczajacy si¢ tak znaczna rozbiezno-
Scia, ktora jest efektem oddziatywania utwierdzonego
brzegu. Prezentowany problem rozkladu naprgzen
tnacych ma istotne znaczenie w konstruowaniu pojaz-
doéw szynowych.
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